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基础班微积分辅导第 10 讲 

常微分方程 (二)——  高阶线性方程 

10.1 高阶线性方程及其解的结构 

10.1.1 高阶线性方程及其特点 

 n阶线性微分方程的一般形式为 
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其中 ia t i n( )( , ,..., )= 1 2 以及 f t( )都是区间 I 上的已知连续函数. 

当 f t( ) ≡ 0时,上述方程称为齐次方程:  
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 对于n阶线性微分方程解的存在唯一性定理: 

定理 10.1: 设方程 
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中的系数 ia t i n( )( , ,..., )= 1 2 以及非齐次项 f t( )都是区间 I 上的已知连续函数, 0t I∈ ，则对

于任意一组实数 0 1 1ξ ξ ξ, ,.., ,n− 方程满初值条件:   x t x t x tn

n( ) , ( ) ,..., ( )' ( )
0 0 0 1

1
0 1= = =−

−ξ ξ ξ   

的解在区间 I 上存在唯一. 

例10.1 判断下列方程中哪些是线性方程,  

 (i) xyyxy sin2 =+′+′′  ; (ii) yyyxy sin2 =+′+′′  

(iii) yxyxy −=′+′′ 12
 ; (iv) yxyxy −=′+′′ 12

 

10.1.2 线性方程解的结构 

(1) 函数的线性相关性： 

定义 10.1： 在区间 ( )ba, 上的 n 个函数 ( ) nitxi ,,1, = 线性相关，是指存在 n 个不全为零

的常数 nici ,,1, = ，使得 ( ) ( ) 0,,
1

=∈∀ ∑
=

n

i
ii txcbax ;否则称 ( ) nitxi ,,1, = 为线性无关.   

例如:设 1 2λ λ λ, ,..., m R∈ 互不相等, 则函数
1 2λ λ λt t te e e m, ,..., 在任意区间 I 上线性无关. 

(2) 线性方程解的结构 

定理 10.2 若 1 2x t x t( ), ( )都是方程 

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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的解,则对任意常数 1 2c c, ,函数 1 1 2 2c x t c x t( ) ( )+ 也是该方程的解. 

证明：只要利用微分方程的线性性即可。 

定理 10.3 方程
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1 1 0( ) ( ) .... ( ) 的所有解构成一个 n 维线

性空间, 其中任意n 个线性无关的解， ( ) nitxi ,,1, = , 构成该空间的一组基。 

定理 10.4   非齐次方程 
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任意两个解之差是齐次方程 
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的解; 因此，如果已知方程
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( )tX , 那么它的每个解都可以表示为 )()()( txtXtx += ,其中 )(tx 是齐次方程
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例10.2 )(),( xqxp 和 )(xf 是连续函数, 且线性无关的三个函数 321 ,, yyy 都是二阶线性

非齐次方程之解， 1c 和 2c 是任意常数，则其通解是:  (D) 

(A) 32211 yycyc ++ ;             (B) 3212211 )( yccycyc +−+ ; 

(C) 3212211 )1( yccycyc −−−+ ;   (D) 3212211 )1( yccycyc −−++  

 非齐次线性常微分方程两个解的差为齐次线性常微分方程的解 

 非齐次方程的通解=齐次方程的通解加非齐次方程的特解 

例10.3 （01）设 ( )xcxcey x cossin 21 += , ( 2,1, =ici 为任意常数) ,为某二阶常系数

齐次微分方程的通解，则该方程为 (  022 =+′−′′ yyy  ) 

【解】，特征根为 i±= 1λ ，特征方程为 1)1()1)(1( 2 +−=+−−−= λλλλ ii  

因此该方程为 022 =+′−′′ yyy  。或：将两个解 xeyxey xx cos,sin 21 == 代入方程

( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy 后，求 )(),( xqxp ； 

例10.4 求方程  axx =+′′ 2ω  之通解。   

【解】与相应的齐次方程  02 =+′′ xx ω ,   



2007 水木艾迪考研辅导基础班                     清华东门外创业大厦 1006        电话：62701055 

谭泽光 章纪民编  水木艾迪考研培训网         网址：www.tsinghuatutor.com  电话 62796032 
 

3

   不难验证, tt ωω cos,sin 是齐次方程 的两个线性无关解; 2ω
a

是非齐次方程的一个特解.    

因此, 齐次方程的通解是 tctctx ωω cossin)( 21 += . 

      而非齐次方程的通解为  tctcaty ωω
ω

cossin)( 212 ++= . 

(3) 线性方程求解的基本方法：观察待定法。 

   设有二阶齐次方程: ( ) ( ) ( ) 0=+′+′′= yxqyxpyyDL ,  

 若己知二阶齐次方程 ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy 的一个特解 ( )xy1 ，用变动任意常数法,  

设 ( ) ( ) ( )xyxcxy 12 = ，代入方程 可求出 ( )xc ，进而得到另一个无关特解。 

 若己知二阶齐次方程 ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy 的二个无关特解， ( ) ( )xyxy 21 , , 用变动

任意常数法, 设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxcxyxcxY 2211 += , 代入方程, 可求出非齐次方程

( ) ( ) )(xfyxqyxpy =+′+′′ 的一个特解。 

例10.5 0=−′+′′ yyxyx  

【解】先观察有解, xxy =)(1 , 再用变动任意常数法，设 )()(2 xxCxy = 代入方程求出解, 

( ) xexxxy −++= 222
2 ;所以一般解是: ( ) xexxxcxcy −+++= 222

21  

例10.6 解方程 ( ) 0221 2 =−′+′′− yyxyx  

【解】1：变动任意常数法.先看出有： xy =1 ; 

再令 ( ) 12 yxCy = , 代入方程
xx

x
xxC

C 2
1

2
)1(

2
22 −
−

=
−

=
′
′′

⇒  

x
xC 1
+=⇒ 12

12 +==⇒ xCyy .从而齐次一般的为： )1( 2
21 xcxcy ++=   

【解】2：观察侍定法: 观察可能有多项式的解，为此设 

多项式解：
nxy = ,  0232 =+− nn 2,1=⇒ n ⇒有解 xy =1 ; 12

2 += xy , 

从而齐次一般的为： )1( 2
21 xcxcy ++=   

例10.7 解方程 ( ) 22 1221 xyyxyx −=−′+′′− , 

【解】变动任意常数法：令 )()()()( 2211 xCxyyxCxyY += , 代入方程得 
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10.2 高阶线性常系数齐次方程的解  

   考察n阶线性常系数齐次方程 

              

n
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a d x
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d t

a x+ + + + =
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1

1 1 0....  

其中 1a an,..., 为实常数.     或记成  ( ) 0=xDL  

 由上一段的讨论知道,方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 在区间( , )−∞ +∞ 有

n个线性无关解,通解是这些解的线性组合。 

10.2.1 特征方程： 

(1) 若 ( ) 0=xDL 有形如
tey λ= 的解，则λ必须是代数方程 

             ( )λL =
n n

na aλ λ+ + + =−
1

1 0...  

之根。称为微分方程 ( ) 0=xDL 的特征方程. 特征方程的根称为特征根.  

(2) 特征根与方程 ( ) 0=xDL 解的对应关系. 

先以二阶为例说明结果： 微分方程: ( ) 02 =+′+′′= byyayxDL  

特征方程： ( ) 02
2 =++= baL λλλ  

1) 21 ,λλ 是特征方程 ( ) 02 =λL 的不等实根, 则 
tt ee 21 , λλ
 是方程 ( ) 02 =xDL 的两个无

关解. 

2) 21 λλ = 是特征方程 ( ) 02 =λL 的重根; 则 
tt tee 11 , λλ
 是方程 ( ) 02 =xDL 的两个无关

解. 

3) βαλ i±= 是特征方程 ( ) 02 =λL 的一对共轭复根,则 tete tt ββ αα sin,cos  是方程

( ) 02 =xDL 的两个无关解. 

其中用到结果：    

 设z t u t iv t( ) ( ) ( )= +  , 定义它的导数为 
dz
dt

du
dt

i dv
dt

= + . 

 如果复值函数 z t u t iv t( ) ( ) ( )= + 是齐次方程 ( ) 0=xDL 的解, 则实部u t( )和虚部v t( )都

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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是 ( ) 0=xDL 的实解. 

 欧拉公式： )sin(cos titee tt ββαλ +=  

10.2.2 n 阶方程 
1

1 11 .... 0
n n

n nn n

d x d x dxa a a x
dt dt dt

−

−−+ + + + + = (*)特征特征根与解的对应： 

1) 设λ是特征方程 02
2

1
1 =+++ −−

n
nnn aaa λλλ 的实根, 则

teλ
是方程(*)的实解. 

2) 设α β± i 是特征方程的一对单重复根, 则
α αβ βt te t e tcos , sin 是方程(*)的两个无关实解. 

3) 设λ是特征方程的 k k n( )1< ≤ 重实根,则
1, , ,t t n te te t eλ λ λ−

是方程(*)的k个无关实

解. 

 4) 设α β± i  是特征方程的一对 )21( nkk ≤<  重复根, 则 

        tettettete tktktt ββββ αααα sin,cos,,sin,cos 11 −−
 

 是方程(*)的 2k个无关实解. 

   由此可知：对应特征方程 02
2

1
1 =+++ −−

n
nnn aaa λλλ 的 n 个根，包括重根, 均能得

到方程(*)的n个线性无关解. 

例10.8 具有特解
xxx exee 3,2, −−
的三阶线性常系数齐次方程是：( B ) 

(A) 0=+′−′′−′′′ yyyy ;       (B) 0=−′−′′+′′′ yyyy  

(C)  06116 =−′+′′−′′′ yyyy ;    (D) 022 =+′−′′−′′′ yyyy  

【解】特征方程为 0)1()1( 2 =−+ λλ .  

例10.9 
xeyyy γβα =+′+′′  有一特解

xx exey )1(2 ++= ,求 γβα ,, 及通解。 

征值为 1,2 ，特征方程 0)2)(1( =−− λλ ， 3−=α ， 2=β ， 1−=γ 。 

例10.10 设μ为实数,求方程 0=+′′ xx μ 的通解. 

【解】特征方程为 02 =+ μλ .  

  1) .μ > 0,此时特征方程有一对单重复根 λ μ= ±i  , 方程有两个无关解 

         tt μμ sin,cos . 

 因此方程的通解为  1 2 1 2c t c t c c Rcos sin ( , )μ μ+ ∈ . 
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   2. μ = 0, 此时特征方程有一个二重根 λ = 0. 方程有两个线性无关解 

     1 21ϕ ϕ( ) , ( )t t t= = , 于是方程为x t c c t( ) = +1 2 . 

   3. μ < 0,时特征方程有两个单重根  λ μ= ± − . 方程有两个线性无关解 

       
− − −μ μt te e, , 且方程通解为 ( ) tt ecectx μμ −−−= 21 . 

例10.11 求方程
(4) 0x x− =  的通解. 

【解】特征方程为
4 1 0λ − = . 它有四个单根 1 2 3 41, ,,λ λ= ± = ±i. 

         该方程有四个线性无关解 , , cos ,sint te e t t−
. 

         因此方程通解为 1 2 3 4( ) cos sint tx t c e c e c t c t−= + + + . 

例10.12 求方程 033 =−+′′−′′′ xxxx 通解. 

【解】特征方程
3 23 3 1 0λ λ λ− + − =  有一个三重根λ = 1 .  

       于是方程有三个线性无关解
2, ,t t te t e t e  , 

  所以通解为    ( )2 2
1 2 3 1 2 3( ) t t t tx t c e c t e c t e c c t c t e= + + = + + . 

例10.13 求方程 02)4( =+′′+ xxx 通解. 

【解】特征方程 0)1(12 2224 =+=++ λλλ .它有一对二重复根±i . 

       于是该方程有四个线性无关解cos ,sin , cos , sint t t t t t . 

     所以通解为  ttccttcctx sin)(cos)()( 4231 +++= . 

10.3 高阶线性常系数非齐次方程的解 

10.3.1 线性常系数非齐次方程 

           
1

1 11 .... ( )
n n

n nn n

d x d x dxa a a x f t
dt dt dt

−

−−+ + + + + =  

  其中 1a an,..., 为实常数, f t( )是已知连续函数. 方程可记成： ( ) ( )tfxDLn = . 

  若相应的齐次方程 ( ) 0=xDLn  的一般解是： ( ) ( )∑
=

=
n

i
ii txctx

1

, 因此,如果又能够求得

( ) ( )tfxDLn = 的一个特解 ( )tY , 就能够写出其通解: 
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           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tYtxctYtxtx
n

i
ii +=+= ∑

=1

 

一般情况下可以用常数变异法根据 ( ) 0=xDLn 的通解求出 ( ) ( )tfxDLn =  的一个特解. 

10.3.2 ( ) t
n etPxDL α)(= 型方程的求解 

对于 右端函数 f t( )  属于某些简单类型时,可以用观察侍定方法求非齐次的一个特解. 

下面我们以二阶方程为例说明这种方法. 对于高阶方程也可以类似地求解. 

   考察二解线性常系数方程     ( )xDL2 = )(
2

2

tfbx
dt
dxa

td
xd =++   

假定右端函数具有形式   
tetPtf α)()( = , 其中P t( )是t的一个多项式. 

   比较系数法的出发点是假定方程 ( ) ( ) tetPxDL α=2 有一个形如  
tetQtx α)()( =                    

的解, 其中Q t( )是t的一个多项式. 问题是如何确定Q t( )的次数和系数. 

根据解的概念 , 将
tetQtx α)()( =  代入方程 ( ) ( ) tetPxDL α=2 ,得 

          ( ) )()()()()2( 2 tPtQbatQatQ =+++′++′′ ααα    (*) 

   下面分三种情形讨论. 

   (1) 当α 不是特征根时,   即 02 ≠++ baαα  (*) 左端是 一个次数与Q t( )相同的

多项式.为了使(*)两端多项式次数相等, Q t( ) 应当是一个与P t( )次数相同的多项式. 

   (2) . 当α是特征根, 但非重根时,   即 02 =++ baαα  , 02 ≠+ aα , (*) 左端

是 一个次数与 )(tQ′ 相同的多项式. 于是为了使(*) 两端多项式次数相等, Q t( )应当是一

个比 P t( ) 次数高一次的多项式. 此时可以取  Q t tR t( ) ( )= , 这里 R t( )是一个次数与

P t( )相同的多项式. 

   (3) . 当α是特征堇根时,   即 02 =++ baαα  , 02 =+ aα , (*) 左端是 )(tQ ′′ . 

于是为了使(*) 两端多项式次数相等, Q t( )应当是一个比P t( )次数高二次的多项式.  

此时可以取 )()( 2 tRttQ = .  

例10.14 方程 1+=−′′ xeyy 的一个特解应具有形式( ba, 为常数)是 (B) 

      (A) bea x + ;    (B) bexa x + ;     (C) xbea x + ;  (D) xbexa x + . 
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【解】
xeyy =−′′ 11 ，解应具有形式

xexa  

122 =−′′ yy ，解应具有形式b  

例10.15 求方程 12 2 +=′+′′ txx 的通解. 

【解】 将方程写作 
tetxx 0)12( +=′+′′ . 因为 0=λ 是特征方程

2 0λ λ+ = 的单根,所以应

当寻找方程形如    ctbtatecbttattx t ++=++= 2302
0 )()(   的特解.将这个解代入原

方程得到       3 2 6 2 2 32 2a t b a t c b t+ + + + = −( ) ( )  

比较两端同次项的系数得到   3 2 2 6 0 2 3a b a c b= + = + = −, , . 

解这个方程组得到a b c= = − =
2
3

2 1, , . 从而得到原方程的一个特解 

0
3 22

3
2x t t t t( ) = − + . 

又求得相应的齐次方程 0=′+′′ xx 的通解 
tecctx −+= 21)( .所以方程通解为 

x t c c e t( ) = + −
1 2 + − +

2
3

23 2t t t . 

例10.16 解方程
ttexxx 42 =+′−′′ . 

【解】  λ = 1是特征方程
2 2 0λ λ λ− + = 的重根,  设特解为 

tebatttx )()( 2 +=  

将这个解代入方程得到
tt etebat 4)26( =+ . 比较系数得到a b= =

2
3

0, .  

于是得到方程的一个特解
tettY 3

3
2)( = . 相应地齐次方程的通解是

tetcctx )()( 21 += .  

因此原方程的通解为     
tetcctx )()( 21 += tet 3

3
2

+ . 

例10.17 解方程      txx cos4=−′′ ,    

【解 1】考虑方程      )sin(cos44 titezz ti +==−′′ ，其中 )()()( tiytxtz += 。 

这个方程的解是复值函数,其实部就是题设方程的解. 由于虚数i不是特征方程
2 0λ λ− = 的

根, 所以对于此方程 应当寻求形如 

tieiBAtz )()(0 +=  

的特解(A B, 为实常数).将这个解代入方程,比较系数得到  
titi eeiBA 4)(2 =+−  . 

 由此得到A B= =2 0, , 于是求出一个特解为  
tietz 2)(0 −= . 它的实部

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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ttztx cos2)(Re)( 00 −== ,就是题设的一个特解.  

另外又求得相应的齐次方程 0=−′′ xx 的通解, 
tt ececx −+= 21 ,因此所求之的通解为 

  
tt ececx −+= 21 tcos2− . 

【解 2】 形如  )sincos()( 21 tdtdetPbxxax t ββα +=+′+′′  (其中P t( )为多项

式, 1 2d d, 为常数.)的方程, 可以直接用比较系数法求解。 

例10.18 求方程  tHxx βω sin=+′′ ,其中H , ,ω β为常数. 

【解】此方程对应的齐次方程
''x x+ =2 0ω 的通解为 tctcx ωω sincos 21 += . 

  1. tHtCtCtx β
ω

ωω
β

sinsincos)( 2221
+

++= . 

  2. 若β ω= , 则iβ是特征根, 并且是单重根,此时 , 从而方程通解是 

x t c
H t t c t( ) ( ) cos sin= − +1 22ω

ω ω . 

例10.19 求方程
ttetxx 22 1++=−′′ 的一个特解. 

【解】考察以下两个方程: 12 +=−′′ txx ,   
ttexx 2=−′′ .用比较系数法分别求出这两个

方程的特解:   1
2

2
22

3
4
9

y t y t
e t= − − = −, ( )        . 

于是这两个解之和就是原方程的一个解: y y y= + =1 2 :− − + −2 22
3

4
9t

t
e t( ) . 

例10.20 (电路问题) EdtI
Cdt

dILRI
t

=++ ∫
0

1
 

      
dt
dE

C
I

dt
dIR

dt
IdL =++2

2

                

      
dt
dECI

dt
dIRC

dt
IdLC =++2

2

 

   这就是所谓的 R-L-C 电路方程. 

10.4 Euler 方程 

形如    
n

n

n

n
n

n n nt
d x
d t

a t
d x
d t

a t
d x
d t

a x+ + + + =−

−

− −1
1

1

1 1 0...    

的方程称为 Euler(欧拉)方程.其中 1 2a a an, ,..., 为常数.对于这种方程,应当分别考虑t > 0和

t < 0的情形. 作代换s t= ln| |可以将上述方程化为未知函数x x s= ( )的常系数方程. 

            R 

 

          I 

      E            L 

               C 
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例10.21 解方程
2

2

2
2 2 0t d x

d t
t dx

dt
x+ + = . 

【解】令s t= ln| |,则
dx
dt t

dx
ds

d x
d t t

dx
dt t

d x
d s

= = − +
1 1 12

2 2 2

2

2
, .  

代入原方程即可以将其化为  

2

2
2 0d x

d s
dx
ds

x+ + = . 

于是方程通解为x s e c s c s
s

( ) ( cos sin )= +−
2 1 2

7
2

7
2

即 

x t t c t c t( ) | | ( cos ln| | sin ln| |)= +
1
2

1 2

7
2

7
2

. 

10.5 差分方程介绍 

(一) 线性常系数差分方程  设未知数列 ,2,1.0, =nyn ,  则 

(1)  nnnnn fybya =++1 , 若 0≠nf , 称为一阶线性非齐次差分方程;  

01 =++ nnnn ybya , 称为一阶线性齐次差分方程, 

若 bbaa nn == , 为常数，则称为常系数满足方程. 

(2)  nnnnnn fcybya =++ ++ 12 , 若 0≠nf , 称为二阶线性非齐次差分方程;  

012 =++ ++ nnnnn cybya , 称为二阶线性齐次差分方程, 

若 ccbbaa nnn === ,, 为常数，则称为常系数满足方程. 

差分方程初始值问题：
⎩
⎨
⎧

=
=++

α0

1

y
fybya nnnnn

,
⎩
⎨
⎧

==
=++ ++

βα 10

12

, yy
fcybya nnnnnn

. 

(3) 差分方程的解: 使差分方程成为关于 n 的恒等式的数列 ,2,1.0, =nyn 称为相应差

分方程之解。与微分方程类似，也有通解特解之说。 

    特别是对线性差分之程，有完全类似于线性微分方程解的结构理论。 

(二) 一、二阶线性常系数齐次差分方程的解法   

(1) 一阶方程：
⎩
⎨
⎧

=
=−+

00

1 0
yy
pyy nn

0
00

1 ypy
yy

pyy n
n

nn =⇒
⎩
⎨
⎧

=
=

⇒ +
. 

(2) 二阶方程：
⎩
⎨
⎧

==
=++ ++

1100

12

,
0

yyyy
qpyy nn

.令
k

ky λ= , 代入方程，得特征方程: 

       02 =++ qpλλ , 设有二根 21 ,λλ , 则一般解：
nn

n ccy 2211 λλ += . 
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例10.22 解差分方程
⎩
⎨
⎧

==
=+− ++

2013,21
032

10

12

xx
xxx nnn

. 

【解】特征方程， 1,210132 21
2 ==⇒=+− λλλλ  ,则一般解： 21 2

1 ccy
n

n +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ,  

由初始条件确定常数，得特解：  

n

ny ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
1

10
3

5
4

. 

10.6 综合例题 

例10.23 求定解问题 
⎩
⎨
⎧

=′=
=+′+′′

000
244

)()(
cos

yy
xyyy
  的解。 

【解】 齐次方程的通解： 
xexCCy 2

21 )( −+=  ,  

  设非齐次方程的一个特解： xbxay 2sin2cos +=∗
 

  求导并代入原方程  xxaxb 2cos2sin82cos8 =−  

  比较系数   0,
8
1

== ab ,所以 xy 2sin
8
1

=∗
 

  非齐次方程的通解  
∗+= yyY xexCC 2

21 )( −+= + x2sin
8
1

 

把初始条件 0)0( =y 代入Y 中，得 01 =C ， 

把初始条件 0)0( =′y 代入Y ′中，得
4
1

2 −=C ， 

于是  xexY x 2sin
8
1

4
2 +−= −

。 

例10.24 振荡问题讨论, 质量为m 的质点挂在在弹簧上，弹性力与位移成正比，比例系数

为 0>k ; 力阻力与速度成正比, 比例系数为 0≥μ ;所受外力为 )(tf , 则运动满足微分方

程及条件， 

( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=′=
+−′−=′′

vxxx
tfxkxcxm

0,0 0

 
( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′=

=+′+′′
⇒

vxxx

tf
m

x
m
kx

m
cx

0,0

1

0

. 

研究运动规律。 

【解】为方便计，设
m
c

2
=μ ,

m
k

=2ω , ( ) ( )tf
m

tF 1
= , 则有 

     原方程 
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

=′=
=+′+′′

⇒
vxxx

tFxxx
0,0

2

0

2ωμ
 (*) 
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   特征方程：
22

2,1
22 02 ωμμλωλμλ −±−=⇒=++ . q=− 22 ωμ  

  (1) ωμ ≥ , 0,0 21 <−−=≤+−= qq μλμλ  

  (2) ωμ < , iq±−= μλ1 . 

例10.25 设
xexyxy −++=+= 2

2
2

1 3,3 是某二阶线性非齐次微分方程的两个特解，且相

应齐次方程的一个解为 xy =3 ，则该微分方程的通解为
xeCxCxy −+++= 21

23 。 

例10.26 函数 21 CeCy x += 满足的一个二阶线性常系数齐次微分方程为： 0=′−′′ yy 。 

例10.27 设二阶线性齐次常系数微分方程 0=+′+′′ yyby 的每一个解 )(xy 在区间

+∞<< x0 有界,则实数b的取值范围是(  A      ) 

0. ≥bA          0. ≤bB        4. ≤bC       4. ≥bD   

【解】考察任意一个二阶线性齐次常系数微分方程 0=+′+′′ qyypy .欲使该方程的每一个

解都有界,充分必要条件是:该方程的特征根 
2

42

2,1

qpp −±−
=λ 的实部小于或者等于

零. 

   对于方程 0=+′+′′ yyby ,特征根为 
2

42

2,1
−±−

=
bbλ . 

当且仅当 0≥b 时,两个特征根 2,1λ 的实部都小于或者等于零.于是答案为 A . 

例10.28 微分方程 xeyyy x +=−′+′′ −32 的一个特解是(  B      ) 

cbxaeA x ++−.               cbxaxeB x ++−.      

)( cbxxaxeC x ++−
          )(. cbxxaeD x ++  

 【解】微分方程 xeyyy x +=−′+′′ −32 的特解等于下列两个微分方程:  

xeyyy −=−′+′′ 32 , xyyy =−′+′′ 32  

的特解之和. 根据有关的原理, 非齐次微分方程
xeyyy −=−′+′′ 32 具有形如

xaxe−
的

特解; 非齐次微分方程 xyyy =−′+′′ 32 具有形如 cbx + 的特解.因此非齐次微分方程

xeyyy x +=−′+′′ −32 具有形如 cbxaxe x ++−
的特解.于是应当选B . 
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例10.29 设 xyey x 2, 21 == −
是 三 阶 线 性 齐 次 常 系 数 微 分 方 程

0=+′+′′+′′′ cyybyay 的两个解.则 cba ,, 的值分别为(  B      ) 

   0,1,2. === cbaA            0,0,1. === cbaB  

   1,0,1. === cbaC            0,0,1. ==−= cbaD  

【解】由于该微分方程有特解
xey −=1 ,说明 11 −=λ 是该方程的一个特征根;又由于该微

分方程有特解 xy 22 = ,说明 02 =λ 是该方程的一个特征根,而且是重根.于是特征方程 

023 =+++ cba λλλ 有 一 个 单 根 11 −=λ 和 一 个 二 重 根 02 =λ . 由 此 得 到

0,0,1 === cba .于是应当选B . 

例10.30 已 知 方 程 )()()( xfyxqyxpy =+′+′′ 有 3 个 不 同 的 特 解

)(),(),( 321 xyxyxy ， 且 满 足    ≠
−
−

)()(
)()(

32

21

xyxy
xyxy

常 数 ， 则 原 方 程 的 通 解

=)(xy )()]()([)]()([ 1322211 xyxyxycxyxyc +−+−  

例10.31 以 xeccxy x ++= 21)( 为 通 解 的 二 阶 常 系 数 线 性 常 微 分 方 程

是                     。 

【解】由特征根为 1,0 ，立得方程为 01)()( =+′−′′ xyxy 。 

例10.32 设 )(,)( 21 xyxy 是二阶线性齐次微分方程 0)()( =+′+′′ yxqyxpy 的两个特

解.问能够由 )(,)( 21 xyxy 的线性组合构成该方程的通解的充分必要条件为  ( B  ) 

0)()()()(. 1221 =′⋅−′⋅ xyxyxyxyA     0)()()()(. 1221 ≠′⋅−′⋅ xyxyxyxyB  

0)()()()(. 1221 =′⋅+′⋅ xyxyxyxyC     0)()()()(. 1221 ≠′⋅+′⋅ xyxyxyxyD  

【解】直接考察 )(,)( 21 xyxy 是否线性无关,即是否存在常数c ,使得 c
xy
xy

≡
)(
)(

1

2
. 

如果 )(,)( 21 xyxy 线性相关,则存在常数c  使得 c
xy
xy

≡
)(
)(

1

2
 

( 因为是齐次方程,所以 11 yy −和 都是方程的解.因此如有必要,可以改变 )(1 xy 的符号,

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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使 0>c )即  cxyxy ln)(ln)(ln 12 += ,两端求导数得到 
)(
)(

)(
)(

1

1

2

2

xy
xy

xy
xy ′

=
′

    

这与B冲突.所以条件B能推出 )(,)( 21 xyxy 线性无关,因而是问题的充分条件. 

   反之若 )(,)( 21 xyxy 线性无关,则 c
xy
xy

≠
)(
)(

1

2
,即 cxyxy ln)(ln)(ln 12 +≠ 求导数

得到 
)(
)(

)(
)(

1

1

2

2

xy
xy

xy
xy ′

≠
′

, 由此立即得到B .因此也是 )(,)( 21 xyxy 线性无关 

例10.33 具有特解
xxx eyxeyey 3,2, 321 === −−
的三阶常系数线性齐次方程是( ) 

0. =+′−′′−′′′ yyyyA            0. =−′−′′+′′′ yyyyB  

06116. =−′+′′−′′′ yyyyC       022. =+′−′′−′′′ yyyyD  

例10.34 若某二阶线性非齐次微分方程的两个解为
23 x+ ， 

23 xe x ++− ，且相应齐次

方程的一个解为 x ，则该非齐次方程的通解为
xeCxCx −+++ 21

23  。 

例10.35 设 参数 R∈δ , ( )tPm  为m 次实系数多项式。函数 ( ) ( )tyy,txx ==   

分别满足如下微分方程 

(A) ( ) tetPx
dt
dx

dt
xd t

m sinδ−=++ 232

2

    

(B)  ( )txy
dt
dy 2=+  

(1)  问当δ满足什么条件时，对方程(A)的任意解 ( )tx 有 ( ) 0=
+∞→

tx
t
lim  

（2） 问当δ满足什么条件时，对方程(B)的任意解 ( )ty 有 ( ) 0=
+∞→

ty
t
lim  

【证】（1） ]sincos[)()( tBtAetQeCeCtx t
m

tt +++= −−− δ
2

2
1 ，  

其中 )(tQm 为 t 的m 次多项式， 21 CC , 为任意常数， BA, 为常数。 

只当 0>δ  时， 0=
+∞→

)(lim tx
t

。           

   （2） ))(()( ττ τ dexCety
tt ∫+= −

0

2
，C 为任意常数。   

因 02 ≥tetx )( ，所以，对任意 R∈δ  均有  +∞≤∫+∞→
ττ τ dex

t

t
)(lim

0

2
， 

而 0≤δ 时， +∞=
+∞→

)(lim ty
t

，         
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  只当 0>δ 时， 02
2

0

2

===
+∞→+∞→+∞→

∫
)(lim)(lim

)(
lim tx

e
etx

e

dex

tt

t

tt

t

t

ττ τ

， 

此时有     0=
+∞→

)(lim ty
t

 . 

例10.36 已知
xe 是二阶齐次线性常微分方程 0)(2

2

=+ yxq
dx

yd
的一个解，则其通解为

xx ececxy −+= 21)(  。 

【解】将解
xe 代入方程立即得到 1)( −=xq ，于是可求得方程的另一个解

xe－ 。两个解
xe ，

xe－ 线性无关，构成了方程的一个基本解组。因此通解为
xx ececxy −+= 21)( 。          

例10.37 设 ∫ −−= x dttftxxxxf 0 )()(sin)( ，其中 )(xf 连续，求 )(xf  

【解】对 ∫ −−= x dttftxxxxf 0 )()(sin)( 两边求导，得 ∫−+=′ x dttfxxxxf 0 )(sincos)(                  

两端再求导得到 )(cos2sin)( xfxxxxf −+−=′′ ,即 

xxxxfxf cos2sin)()( +−=+′′  

齐次方程 0)()( =+′′ xfxf 的通解是 xCxC sincos 21 +  

非齐次方程  xxxxfxf cos2sin)()( +−=+′′  

的特解应具有形式 xDCxxxBAxxxy sin)(cos)()(* +++=  

用待定系数法求出 DCBA ,,, 得出其特解为 xxxxy sin
4
3cos

4
1* 2 +=  

所以方程的通解为 

xCxCxxxxxfy sincossin
4
3cos

4
1)( 21

2 +++==  

   由 )(xf 的表达式直接看出 0)0( =f ,又有 )(xf ′ 的表达式(*)看出 0)0( =′f .代入初值

条件得到 021 == CC ,于是 xxxxxf sin
4
3cos

4
1)( 2 += 。 

例10.38 设
xxxxxxx eexeyexeyexey −− ++=+=+= 2

32
2

1 ,, 是某个二阶线性非

齐次微分方程的三个解,求此微分方程. 

解题思路: 设所求方程为 )(xfqyypy =+′+′′ .先求 qp, ,即确定齐次微分方程

0=+′+′′ qyypy 。由题目所给的非齐次微分方程的三个解可以求出齐次微分方程
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0=+′+′′ qyypy 的两个解,进而确定 qp, . 然后求 )(xf . 

【解】 题目所给的非齐次微分方程的三个解求出齐次方程的两个解:  

xx eyyeyy 2
2313 , =−=− −

 

于是特征方程 02 =++ qpλλ 两个根为 2,1 21 =−= λλ ,由此确定 2,1 −=−= qp 。 

于是所求方程为 )(2 xfyyy =−′−′′ 。  

将非齐次微分方程的解
xx exey 2

1 += 代入方程得
xexf =)( xxe2− 。(用 32 , yy

代入亦可)。 

例10.39 设 ( )uf 二阶连续可导，且 ( )yefz x sin= 满足：
xez

y
z

x
z 2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

  求 ( )uf .   

【解】 ( ) ( )yefyeyefye
x
zyefye

x
z xxxxxx sinsin)sin(sin),sin(sin 2

2

2

′′+′=
∂
∂′=

∂
∂

 

( ) ( )yefyeyefye
y
zyefye

y
z xxxxxx sincos)sin(sin),sin(cos 2

2

2

′′+′−=
∂
∂′=

∂
∂

 

xx eufufueufuufuufu
y
z

x
z 2222

2

2

2

2

)()()()()()( =′′−+′−′′+′=
∂
∂

+
∂
∂

 

)()( ufuf =′′ .  ( ) uu eCeCuf −+= 21  

例10.40 (01 数 2) 若 ( ) ( ) ( ) ( )xfexgxgxf x −=′=′ 2, , ( ) ( ) 2000 == gf ; 求

( ) ( )
( )∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
=

π

0
211

dx
x
xf

x
xgI .        (

( ) ( )
π

πππ

+
+

=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

=

=
∫ 1

1
11 00

e
x
xf

x
xfd

x

x

) 

【解 1】 ( ) ( ) ( ) ( )xfexgxgxf x −=′=′ 2, ， 

=′′ )(xf ( )xfe x −2 ， ( ) ( ) 20,00 =′= ff  

求出
xexxxf +−= cossin)( 。 

( ) ( )
( )∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
=

π

0
211

dx
x
xf

x
xgI ( )

( )∫ +
−+

=
π

0
21

)1)(( dx
x

xfxxg
 

( )
( )∫ +

−+′
=

π

0
21

)1)(( dx
x

xfxxf ( )
∫ +

+
=

+
=

π π

π0 1
1

1
e

x
xfd  
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【解 2】
( )

( ) ∫∫∫ +
+

+
=

+
−+

=
πππ

000
2 1

1)(
1

)(
1

)1)((
x

dxfdx
x

xgdx
x

xfxxgI  

∫∫ +
′

−
+

⋅+
+

=
πππ

000 1
)(

1
1)(

1
)(

x
dxxf

x
xfdx

x
xg

 

=−
+

=
+

⋅= )0(
1

)(
1

1)(
0

ff
x

xf
π
ππ

π

π

+
+

1
1 e

 

例10.41 设函数 )(xy 在 R 内具有二阶导数，且 )(,0 yxxy =≠′ 是 )(xyy = 的反函数. 

(1)  试将微分方程 0))(sin( 3
2

2

=++
dy
dxxy

dy
xd

变换为 )(xyy = 满足的微分方程； 

(2) 求变换后的微分方程满足初始条件
2
3)0(,0)0( =′= yy 的解. 

【解】（1） 因为 xxyx =))(( ，所以 1=′y
dy
dx

，从而  0)( 2
2

2
=′′+′ y

dy
dxy

dy
xd

  ， 

故    32

2

)(
,1

y
y

dy
xd

ydy
dx

′

′′
−=

′
= 。 

代入原方程，得    xyy sin=−′′ 。 

（2）方程 xyy sin=−′′ 对应的齐次方程 0=−′′ yy 的通解为 xx eCeCY −+= 21 。 

设方程 xyy sin=−′′ 的特解为   xBxAy sincos* += ， 

代入得 
2
1,0 −== BA ，故 xy sin

2
1* −= ，从而 xyy sin=−′′ 的通解为 

xeCeCy xx sin
2
1

21 −+= −
。 

由
2
3)0(,0)0( =′= yy ，得 1,1 21 −== CC ，故所求初值问题的解为 

xeey xx sin
2
1

−−= −
。 

例10.42 用变量代换 tx cos= )0( π<< t 化简微分方程 

yx ′′− )1( 2 0=+′− yyx ，并求其满足 1
0
=

=x
y ， 2

0
=′

=x
y 的特解。 

【解】
dt
dyt

dx
dt

dt
dy

dx
dyyx ⋅−=⋅==′ csc  

 2

2
22 csccotcsccsccsc

dt
ydt

dx
dyt

dx
dt

dt
dyt

dt
d

dt
dyt

dx
dyy +−=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′′  
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 代入原方程得到 

 ( ) 0csccoscsccotcsccos1 2

2
222 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅−⋅− y

dt
dytt

dt
ydt

dt
dyttt  

 代简得  0cotcot 2

2

=++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅− y

dt
dyt

dt
yd

dt
dyt ， 即 

02

2

=+ y
dt

yd
，特征方程为： 012 =+λ ，于是通解为 

tCtCy sincos 21 += ，其中 1C ， 2C 为任意常数。 

 由 1
0
=

=x
y ，注意到 0=x 时，

2
π

=t ，得到 12 =C ， 

再由 2)cossin(
2

21
2

0
=+−=′=′

===
ππ ttx

tCtCyy ，得到 21 −=C 。  

所以满足 1
0
=

=x
y ， 2

0
=′

=x
y 的特解为： tty sincos2 +−= 。 

例10.43 设 )(xyy = 是满足
⎩
⎨
⎧

==
=+′−′′

0)2()0(
02

yy
ycyby

的解， 具中 cb, 为实常数。试研究： 

cb, 满足什么条件时， )(xyy = 可为非零解？ 

【解】 特征方程： 022 =+− cbλλ ，特征值 cbb −±= 2
2,1λ ． 

当 02 ≥− cb 时， 则特征根为两实根 21 λλ ≠ 、或实重根 λλλ == 21 ，  

由条件 0)2()0( == yy ，可知此时原定解问题只有零解． 

     当 022 <−=− βcb 时， 一般解为 xeCxeCxy bxbx ββ sin,cos)( 21 += ， 

由条件 0)2()0( == yy 得 
⎩
⎨
⎧

=⋅=

=⋅+=

02sin)2(

00)0(
2

2

21

βbeCy

CCy
  

01 =C ， 02sin2
2 =⋅ βbeC ， 

当 02sin =β , 即存在正整数 k ，使得 
2

2 πβ kbc =−= , 即 kbc =− 22
π

为正整数时,  

原定解问题可有非零解（可有 02 ≠C ），非零解为  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
sin)(ˆ 2

πxkeCxy bx , 

其中 2C 为任意常数． 
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