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基础班微积分辅导第 9 讲 

常微分方程 (一) 

9.1 微分方程的基本概念 

9.1.1 引言 

定义9.1 包含未知函数的导数或微分的方程式就称为微分方程. 

 微分方程是用函数与导数的关系式来表达(一类)函数的一种方法。 

定义9.2 如果未知函数为一元函数，则该微分方程称为常微分方程。 

 微分方程的基本问题: 列方程；解方程；解的定性研究。 

 微分方程的基本研究方法 

9.1.2 微分方程的分类：  

定义9.3 方程中出现的最高阶导数的阶数称为这个微分方程的阶. 

 n阶常微分方程的一般形式为   
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定义9.4 如果在上述方程中,函数 f 关于未知函数 y及其各阶导数
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一次整式,则称这个方程是线性微分方程, 否则称为非线性微分方程.  

 n阶线性常微分方程的一般形式为 
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其中 ( ) )(),1,...,1,0(, xfnixai −= 是已知函数.  

 0)( ≡xf ，微分方程称为n阶齐次线性常微分方程。 

 否则微分方程称为n阶非齐次线性常微分方程。 

9.1.3 “解”的概念 

定义9.5 满足微分方程的函数，称为该方程的解。即将此函数代入方程，使其成为恒等式。   

更细致一点，如果函数 )(xyy = 在区间 I 上具有 n 阶导数, 且将其代入某 n 阶微分方程

之后, 使之成为恒等式, 则称函数 )(xyy = 是方程在区 I 上的一个解 

定义9.6 在n阶微分方程的解中含有n个独立的任常数 1 2c c cn, ,..., , 也就是说, n阶微分方

程的解的表达式为 y f x c c cn= ( , , ,..., )1 2 , 称为微分方程的通解（一般解）. 
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定义9.7 虽然可以有无穷多个解, 若从中确定微分方程一个解所需要的附加条件, 称为定

解条件. 适合定解条件的解称为微分方程的特解. 

对于n阶微分方程,通常附加如下定解条件,来求得所需要的解, 即 
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这样的条件称为初值条件,上述问题就称为初值问题. 

例 9.1 三 个 函 数 1)(
2

11 += −xeCxy , 22 )( Cxy = , )()()( 213 xyxyxy += , 

xxyxyxy −+= )()()( 214 , 其中 21 ,CC 为任意常数，是否是下列四个方程之解，若是

解，是什么解？ 

 (1) ( )yxy −=′ 12 ;  (2) 0)21( 2 =′−−′′ yxyx ;  (3) 
22 21)21( xyxyx −=′−−′′ . 

【解】根据解的概念，直接代入验证可知： 

   )(1 xy 是方程(1)的通解；当 12 =C 时， )(2 xy 是方程(2)的一个特解； 

   )(1 xy 和 )(2 xy 都是方程(2)的解, )(3 xy 是方程(2)的通解； )(4 xy 是方程(3)的通解. 

例 9.2 设
xey −=1 , xy 22 = 是三阶线性齐次常系数常微分方程

0=+′+′′+′′′ cyybyay 的两个解,则 cba ,, 的值分别为（    ）. 

A. 0,1,2 === cba ;        B. 0,0,1 === cba ; 

C. 1,0,1 === cba ;         D. 0,0,1 ==−= cba . 

【解】
xey −=1 是解： 01 =+−+− cba ， 

xy 22 = 是解： 022 =+ cxb ， ),( +∞−∞∈∀x ，可得到 0,0 == cb 。 

由前者得： 1=a 。答案:  B 

例 9.3 己知
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【解】将
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例 9.4 （04_1）已知
xx xeef −=′ )( ，且 ( ) 01 =f , 则 ( )xf = 2)(ln

2
1 x   . 

【解】
t
ttfet x ln)(, =′= , ( )xf = Cx +2)(ln

2
1

 

( ) 001 =⇒= Cf  

例 9.5 已知函数 )(xyy = 满足条件 
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问 A满足什么条件时可 0≥∀x 有（ 0>x ）？ 

【解】设
2)( Axxf = , 则 0)0()0()0()0( =′==′= yyff , 要使 )()( xfxy ≤ ,  

只要 )(xfy ′′≤′′ , 
x
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故只要 A
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−
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2
1

≥A 即有（ 0>x ）。 

例 9.6 设 21

2

)( cecxy x += −
是某个方程的解,求方程的形式. 

【解】
2

12 xexcy −=′ , 
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2 24 xx ececxy −− −=′′  
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，得到微分方程  0)1( 2 =′−−′′ yxyx 。 

例 9.7 试研究
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⇒ ( ) 032 3242222 ≥+++=′+++=′′ yxyxyxyyxxyxy ⇒是下凸的函数。 

9. 2 常见的一阶微分方程的求解方法及一阶可积微分方程的类型 

9.2.1 分离变量法   

 方程：形如  
dy
dx

f x g y= ( ) ( )  , 或者 dyyvdxxu )()( =  的方程称为变量分离方程.  

 解法: 分离变量后，两边积分: 

dyyvdxxu )()( = Cdyyvdxxu +=⇒ ∫∫ )()(  

 初值问题的求解：
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例 9.8 
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【解 1】 
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【解 2】 
⎩
⎨
⎧

=
−=

00 )( yxy
xdxydy

∫∫ −=⇒
x

x

y

y

xdxydy
00

( )2
0

2
0

22 yxyx +=+⇒  

9.2.2 可化为可分离变量型的方程   

 齐次方程: 
dy
dx

g y
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解法：变量置换。令
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 其他方程，如 ( )byaxfy +=′ , 令 byaxxu +=)( . 
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2007 水木艾迪考研辅导基础班                     清华东门外创业大厦 1006        电话：62701055 

谭泽光 章纪民 编  水木艾迪考研培训网        网址：www.tsinghuatutor.com  电话 62796032 
 

5

其中
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例 9.9 ( )xyyyx lnln −=′ . 

【解 1】 原方程⇒ ( )⎯⎯⎯ →⎯=′ = xuxy

x
y

x
yy ln uuxuu ln=+  

      
x
dx

uu
du

=
−

⇒
)1(ln

Cxu ln1lnln =−⇒ xCxey +=⇒ 1
 

【解 2】 原方⇒ ( )
x
dxxy

y
dy lnln −= ( ) xdxyyd lnlnln)(ln −=⇒  

tu
dt
duxvyu −=⎯⎯⎯⎯ →⎯ == ln,ln

，
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( ) ( )⎩

⎨
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⇒
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型方程 

例 9.10 解方程： ( ) 033 22 =+′− xyyxy . 

【解】令
x
yu = ,  则 uxuy ′+=′ , 

13
3
2 −

=′+
u

uuxu  

这是分离变量方程, ……. (答案 cey y
x

=
2

2

2
3

) 

9.2.3 一阶线性方程   

一阶线性方程：
dy
dx

p x y q x+ =( ) ( ) 

解法：（1）变易常数法：先解齐次方程，变易常数。 

【解】相应的齐次方程  0)( =+ yxp
dx
dy

 

为变量可分离型方程，其通解为  
( )∫=

− dxxp
Cey , 其中C 为任意常数。 

假设 )(xyy = 是非齐次方程的解，
dy
dx

p x y q x+ =( ) ( )改写为 

dx
y
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y
dy ))()(( +−= ，则

( ) ∫∫=
− dx

xy
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记
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exCxy )()( , ∫=′ dxxp

exqxC
)(

)()(  

( )
CdxexqxC

dxxp
+∫= ∫ )()( ,其中C 为任意常数。 

于是方程
dy
dx

p x y q x+ =( ) ( )的通解为 

( ) ( ) ( )
dxexqeCexy

dxxpdxxpdxxp

∫ ∫⋅∫+∫=
−−

)()(  



2007 水木艾迪考研辅导基础班                     清华东门外创业大厦 1006        电话：62701055 

谭泽光 章纪民 编  水木艾迪考研培训网        网址：www.tsinghuatutor.com  电话 62796032 
 

6

（2）积分因子法：方程两边同乘积分因子函数 
( )∫ dxxp

e ,   

( ) ( )( ) ( )∫=+′∫ dxxpdxxp
exqyxpye )( ，   

( ) ( ) ( )∫=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫⋅

dxxpdxxp
exqexy )( , 

得到     
( ) ( ) ( )

dxexqeCexy
dxxpdxxpdxxp

∫ ∫∫+∫=
−−

)()( 。 

定理 9.1 齐次一阶线性常微分方程的解集构成一维线性空间； 

非齐次一阶线性常微分方程的通解=齐次一阶线性常微分方程的通解 

+非齐次一阶线性常微分方程的某一特解 

例 9.11 设函数 )(1 xy 与 )(2 xy 是一阶线性常微分方程 )()( xqyxpy =+′ 的两个不同的解，

则常微分方程的通解为                        。答案： 121 )( yyyCy +−=  

例 9.12 解方程
dy
dx x

y x
x

+ =
1 sin

    

【解】1:  )sin()(
11

dxe
x

xCexy
dx

x
dx

x ∫ ⋅∫+∫=
−

)sin(1 dxxC
x ∫ ⋅+= )cos(1 xC

x
−= 。 

【解】2: 对方两边同乘 xe
dx

x =∫
1

,得 xyyx sin=+′ .     ( ) xyx sin=′ ,    

   两边积分： Cdxxyx += ∫ sin , )cos(1 Cx
x

y +−= . 

例 9.13 微分方程 0=+′ yyx 满足初始条件 2)1( =y 的特解为 2=yx 。 

一阶齐次线性方程初值问题求解； 

全微分方程： Cxyxyd == ,0)( 。代入初始条件， 2=C 。 

例 9.14 微分方程
3( ) 2 0y x dx xdy+ − = 满足 1

6
5xy = = 的特解为

31
5

y x x= + . 

一阶线性方程初值问题求解  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=−

= 5
6

22
1

1

2

x
y

xy
xdx
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。  

例 9.15 连续函数 )(xf 满足 2ln)
2

()(
2

0
+= ∫

x
dttfxf 则 )(xf 是( B )。 

(A) 2lnxe      (B) 2ln2xe      (C) 2ln+xe     (D) 2ln2 +xe  
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【解】两边对 x 求导， )(2)( xfxf =′ ，一阶线性方程，初值为 2ln)0( =f 。 

9.2.4 贝努利方程     

 方程：
nyxqyxp

dx
dy )()( =+  

0=n ：一阶线性方程； 1=n ：可分离变量方程。 10 orn ≠ ：贝努利方程   

 解法： 用
ny 除以方程两端将其化为,  

)()( 1 xqyxp
dx
dyy nn =+ −−

，或 
( ) )()(

1
1 1

1

xqyxp
xd

yd
n

n
n

=+
−

−
−

，或 

)()1()()1( 1
1

xqnyxpn
dx

dy n
n

−=−+ −
−

，令 uy n =−1
可解 

)()1()()1( xqnuxpn
dx
du

−=−+  

这显然是关于
ny −1
的一个一阶线性方程. 

例 9.16 解方程
22 yxyyx =+′  . 

【解】贝努利方程: 2

21
x
yy

x
y =+′ ， 2=n  

令 )(1 xuyu =−=  ， )(2 xuyyu ′=′−−=′ ， 2
)(

u
xuy

′
−=′  

2
11
x

u
x

u −=−′ ，同乘以积分因子
x
1
得到 

3
1
xx

u
dx
d

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

，于是 C
xx

u
+= 22

1
，即 C

xxy
+= 22

11
。 

9.2.5 可凑成微分形式的方程, 积分因子 

第一，能凑全微分的部分先凑好；主要公式是 

       ( )uvdvduudv =+ , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
u
vd

u
vduudv

2  

第二，剩下部分利用己知的积分因子来试：这些己有的是 

      0=− vduudv  的五个积分因子： 

2

1
u

: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
u
vd

u
vduudv

2 ;  2

1
v

: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
v
ud

v
vduudv

2 ; 
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uv
1
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: ⎟
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⎠
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⎛
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u
v

u
vduudv

vu
vduudv ln

11
2

2

2

2

22 ; 

例 9.17 解方程
yx
yxy

−
+

=′  . 

【解 1】 零齐型方程 

原式
u
uuuxxyu

−
+

=+′⎯⎯ →⎯ =

1
1

，
u
uux
−
+

=′
1
1 2

 

dx
x

du
u
u 1

1
1

2 =
+
−

为变量可分离型方程，解为 x
y

eCyx
arctan22 =+  

【解 2】凑微分形式： 

原式 ydxxdxydyxdy +=−⇒ xdxydyydxxdy +=−⇒  

( )22

2
1 yxdydxxdy +=−⇒

( )
( )22

22

22 2 yx
yxd

yx
ydxxdy

+
+

=
+
−

⇒  

( )22ln
2
1arctan yxd

x
yd +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒ ， x

y

eCyx
arctan22 =+⇒ 。 

例 9.18 解方程 0)3( 23 =−+ dyyxxdxy . 

【解】 dyyxxdyydxdyyxxdxy 2323 3)3( −+=−+ = ( ) 03 23 =− dyyxxyd    

两边同乘
( )3

1
xy

  ,  
( )

( )
03

3 =−
y
dy

xy
xyd

, 

 
( )

( ) 0ln31
2
1

2 =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛− yd
xy

d ，得 
( )

0ln
2

1 3
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

− y
xy

d ,  

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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 原方程的通解为  
1

2
32( )

ln
xy

y c+ = . 

9.3 高阶可降阶类型方程的求解  

   一般情况下,求解高阶方程更加困难.处理高阶方程的思路之一是设法降低方程的阶.在

这里,仅对二阶方程   ( )yyxfy ′=′′ ,,   的几种右端函数缺变量的情形进行讨论.  

9.3.1 方程不显含 yy ′, （导数已解出）
( ) ( )ny f x= ,可通过n次积分可以得到通解. 逐次积分

得到     ( ) ,)( 111
1

0

cdttfy
x

x

n += ∫−   

( ) ,)(
21121

2

0

1

0

cxcdtdttfy
x

x

t

x

n ++⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ ∫−

nn
nn

x

x

t

x
nn cxcxcxcdtdttfy

n

+++++= −
−−∫ ∫

−

1
2

2
1

11 ...))((
0

1

0

"" ， 

   利用归纳法可以证明 ( ) ( )∫∫ ∫ −−
−

=
− x

x

n
x

x

t

x
nn dttftx

n
dtdttf

n

00

1

0

1
1 )!1(

1)...)((" 。  

   将其代入上面最后一式, 方程通解变为 

         ( ) ( ) nn
n

x

x

n cxcxcdttftx
n

y ++++−
−

= −
−−∫ 1
1

1
1

0
)!1(

1 "    

例 9.19 解方程 xxy += sin
)4(

. 

【解】由公式  ( ) ( ) 43
2

2
3

1
0

3 sin
6
1 cxcxcxcdttttxy

x

+++++−= ∫            

由分部积分法得到,方程通解 

43
2

2
3

1

35

6!5
sin cxcxcxcxxxxy +++++++=  

      43
2

2
3

1

5

!5
sin cxcxcxcxxy +++++=  

9.3.2 不显含 y 的方程， ),( yxfy ′=′′ 或 0),,( =′′′ yyxF  

 令 ( ) yxp ′= , ( )xpy ′=′′ , 方程变成： ),( pxfp =′ , 

这是一阶方程，有可能求解。 
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例 9.20 解方程 yyyx ′′=′′ ln . 

【解】令 ( ) yxp ′= , 代入方程,则原方程化为 pp
dx
dpx ln= ， 

由此解出 
xcep 1= ,于是原方程的通解为 2

1

1
1 ce
c

pdxy xc +== ∫ . 

 9.3.3 方程不显含 x ， ),( yyfy ′=′′ 或 0),,( =′′′ yyyF  

令 p p y dy
dx

= =( ) ,  

2

2

d y
d x

dp
dy

dy
dx

p dp
dy

= = ,  

代入方程得    p dp
dy

f p y= ( , ) . 得到一个关于未知函数 p和自变量 y的一阶方程. 

例 9.21 解方程
y
yy

2
)(1 2′+

=′′ . 

【解】令 p p y dy
dx

= =( ) ,  

2

2

d y
d x

dp
dy

dy
dx

p dp
dy

= = ,  代入方程得到  p dp
dy

p
y

=
+1
2

2

 

即     
2
1 2

pdp
p

dy
y+

= ,  两端积分得到ln( ) ln ln1 2
1+ = +p y c  . 

即    1
2

1+ =( )dy
dx

c y.   分离变量,将上式改写成  
1

11± −
=

c y
dx . 

解此方程得± − = +
2 1

1

1 2

c
c y x c , 化简得  

4 1
1
2 1

2
2

c
c y x c( ) ( )− = + 。 

例 9.22 求解二阶微分方程的定解问题

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−′=−

=+

2
11

6
1

2
2

2

)(,)(

)(sincos

yy

dx
dy

dx
dyy

dx
ydy

π
 

【解】令 uu
dx

yd
dx
dyu ′== 2

2

, ，原方程化为 

uyuuyu =+′⋅ sincos 2
， 

0=u ， Cy = 不复合初值条件，舍去。 

0≠u 时，得到  
y

yuu
cos

tan 1
=+′ ， 

解为 )tan(cos yCyyu +=′= 1 ，由 
2
11

6
1 =−′=− )(,)( yy π

，得 01 =C 。 



2007 水木艾迪考研辅导基础班                     清华东门外创业大厦 1006        电话：62701055 

谭泽光 章纪民 编  水木艾迪考研培训网        网址：www.tsinghuatutor.com  电话 62796032 
 

11

再解方程 y
dx
dy sin= 得到  2cotcscln Ctyy +=−  

由
6

1 π
=− )(y 得出 )ln( 3212 −+=C ， 

定解问题之解为 
132

1
11

2
+−=

+
−

=
−

= xe
y
y

y
yy )(

cos
cos

sin
costan  

9.4 应用问题举例 

(一) 微分方程应用的基本方法： 

规律翻译法和微量分折法。 

(二) 微分方程应用的基本步骤： 

列方程；解方程；解的分析。 

(三) 微分方程应用题的基本范围. 

例 9.23 求曲线 y y x= ( ),使其上每点 M x y( , )的法线平分过这点的水平线与矢径所交之

角。 

【解】(1) 列方程：作示意图如右. 从几何分析

可知： ϕα
2
1

=  ,由于： 

( )xy′=αtan ,  
x
y

=ϕtan  

     
ϕ
ϕϕα

sin
cos1

2
tantan −

== ,   

   将 ( )xy′=αtan ,
x
y

=ϕtan  代入上式关

系：           
y

xyx
y

dx
dy −+

=′=
22

. 

(2) 解方程: ( 法一) 这是零齐方程…. 

(法二) 原方程变形为 dxyxxdxydy 22 +=+  

          ⇒  dx
yx

xdxydy
=

+

+
22

⇒
( ) ( ) dxyxd

yx
yxd

=+=
+

+ 22

22

22

2
 

          ⇒ cxyx +=+ 22 ⇒ 22 2 ccxy += ,      这是抛物线。 

例 9.24 将质量为m 的物体, 以初速 0v 垂直向上射出，设空气阻力与运动速度的平方成正

比, 比例系数 0>k 。求物体到达的高度，到这最高处的时间，落到原地时的速度及下

         y 

                       y = y(x) 

 

                 

                    

θ 

θ  φ  

α
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落时间？ 

【解】取向上为高度正方向的坐标系, 则有方程及条件:  

上升方程及条件 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−−=

0

2

0 vv

kvmg
dt
dvm

；下落方程及条件 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−=

0*

2

tv

kvmg
dt
dvm

。 

例 9.25 一容器总高为 H , 在高度为 h 处的断面面积为 ( )hSS = ，在底部有一面积为 0s 小 

孔，若水流出速度 v是水深 h 的函数, ghv 2μ=  , 

若在容器装满水后, 将底部小孔打开，问多久水将流 

尽？ 

【解】设 y 轴方向为水深 

 列方程：微元平衡分析, t 到 dtt + 的时段内： 

水深变化dy 引起的水量变化= dt 时间内流出的水量 

即：
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

hy
dtgydyyS

0
2μ

 

 解方程：这里未知函数是 ( )tyy = ， ( )yS 是已知函数。 

   
( ) dtg
y

dyyS 2μ=
−

,
( )

∫∫ =
− ty

h

dtgdy
y
yS

0

2μ ，
( )

∫=
h

y

dy
y
yS

g
t

2
1

μ
。 

例 9.26 某湖泊水量为V ，每年入湖含污物 A 的污水，入湖污水量
6
V

，入湖不含 A 的水量

为
6
V

, 流出量
3
V

。己知 1999 年底湖中有污物 05m ，超过国家标准。为治污从 2000 年

初开始，限定入湖污水含 A 浓度不超过
V
m0 ，问多少年后湖中含污物的量降至 0m 。 

【解】 )(),(),( tQtPtm 分别表示第 t 年湖内污物 A 总量，排入速度，排出速度。 

36
0 V

V
mV

V
m

dt
dm

−= ,  30

2

t

ce
m

m
−

−=  

05)0( mm = ， 3
0

0

2
9

2

t

em
m

m
−

+=  

3ln6,0 == tmm  

               y 

 

dy 

               

 

 

 

S(y) 
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例 9.27 设曲线L位于Oxy平面的第一象限内并经过点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3,

2
3

。L上任一点M 的切线

与 y 轴交于 A点，已知切点M 到 A点的距离等于原点到 A的距离，求曲线的方程。 

【解】设曲线为 )(xyy = ， ),( yxM ，则切线 ))(( xXxyyY −′=−  

),0( yxyA ′− 。 yxyyxx ′−=′+ 222
, 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=′

2
3

2
3

2

22

y

xy
xyy

 

为齐次方程。 

9.5 综合例题 

例 9.28 设 )(xp 在 ),[ +∞a 连续非负,如果微分方程 0)( =+ yxp
dx
dy

的每一个解 )(xy 都满

足 0)(lim =
+∞→

xy
x

,则 )(xp 必然满足( D   )。 

0)(lim. =
+∞→

xpA
x

   +∞=
+∞→

)(lim. xpB
x

  ∫
+∞
a dxxpC )(.  收敛  ∫

+∞
a dxxpD )(.  发散 

例 9.29  已知一阶线性方程 )()( xqyxp
dx
dy

=+ 的两个不同解 )(,)( 21 xyxy ,则该方程的

通解为（ B ）。 

)()(. 2211 xycxycA +             )]()([)(. 12211 xyxycxycB −+  

)]()([)(. 121 xyxycxyC −+       )]()([)(. 122 xyxycxyC ++  

例 9.30 求解一阶初值问题：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+−

=
2

01)1(

1x
y

dy
y

dx
x

y
  

【解 1】这是贝努利方程: 原方程变形为 21 yy
x

y −=−′  , 

      令  uy =−1
，代入得  11

=+′
x

u ，解得  
2
x

x
Cu += ， 

      于是得  
2

1 x
x
C

y
+= ，由 2)1( =y ，得 0=C ，所以 

x
y 2
= 。 

【解 2】 原方程变形为 dxxyydxxdy 2−=−  
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xdx
y

ydxxdy
−=

−
⇒ 2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒

2

2xd
y
xd  

∫∫ =

=

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒

x

x

xx

x

xd
y
xd

1

2

1 2

x

x

x

x

x
y
x

1

2

1 2
==

=⇒
x

y 2
=⇒ 。 

例 9.31 若方程 0)( =+′ yxpy 的一个特解为 xy 2cos= ,则该方程满足初值条件

2)0( =y 的特解为(  D    ) 

   22cos. +xA       12cos. +xB        xC cos2.          xD 2cos2.  

【解】（方法 1）首先，由 2)0( =y ，所以排除 BA, 选项。一阶线性齐次方程 0)( =+′ yxpy

任意两个解只差一个常数因子,因此正确答案为D . 

（方法 2---不可取）将 xy 2cos= 代入方程求出函数 )(xp ,再求解方程得正确答案为D .  

例 9.32 设 )(xp 在 ),( +∞−∞ 连 续 且 不 恒 等 于 零 , )(,)( 21 xyxy 是 微 分 方 程

0)( =+′ yxpy 的两个不同特解,则下列结论中错误的是(  C      ) 

   常数≡
)(
)(.

1

2

xy
xyA ;(假设其中 0)(1 ≠xy );   构成方程的通解)(. 21 yycB − ; 

   常数=− 21. yyC ;         在任何一点不等于零)()(. 21 xyxyD − . 

【解】因为,在 )(xp 不恒等于零的条件下,非零常数不可能是微分方程 0)( =+′ yxpy 的

解.如果 )(,)( 21 xyxy 是两个不同的解,那么 21 yy − 也是这个方程的解,从而 21 yy −

不能等于非零常数。 从解的概念可知， BA, 是成立的。 

    D 也是成立的.因为对于一阶微分方程 0)( =+′ yxpy ,两个不同的解不能满足相同

的初值条件.如果存在点 0x ,使得 )()( 0201 xyxy = .令 )()()( 210 xyxyxy −= ,则 )(0 xy

是该方程的解,并且满足初值条件 0)( 00 =xy .于是由微分方程解的存在唯一性定理推出

)(0 xy 恒等于零,进而又推出 )()( 21 xyxy ≡ ,与题设冲突. 

例 9.33 解方程 dyyydxxdy 222 =− . 

【解 1】 对 x 的线性方程 :  

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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原方程
222 yx

dy
dxy =+−⇒

yy
x

dy
d 2

2 −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒

22 y
x

eCy
−

=⇒ . 

【解 2】 伯努利方程 : 原方程
21

2
1 y

x
y

xdx
dy

=−⇒ . 

【解 3】 凑微分形式 : 方程 dyydxyxdy 222 2=−⇒ 4

2

4

22 2
y

dyy
y

dxyxdy
=

−
⇒ . 

【解 4】 变成齐次方程 : 原方程 22 yx
y

dx
dy

−
=⇒ 2

22

22
1

yx
y

dx
dy

−
=⇒  

ux
u

dx
udyu

−
=⎯⎯ →⎯ =

2
22

，  

x
u

x
u

dx
ud

−
=⇒

2

2
. 

例 9.34 求曲线方程，在该曲线上任意点的曲率半径等于夹在该点与横轴之间的法线之长，

如果曲线：     (1) 向下凸；     2) 向上凸. 

【解】法线  )(1 xX
y

yY −
′

−=− ，其中 Cyx ∈),( ， NYX ∈),(  

令 0=Y ，得 yyxX ′+= ，于是法线之长为 ( ) ( )222 1 yyyyy ′+=+′ 。 

列方程  (1) 向下凸: 
( )( ) ( )2232 1

1

1 yyy

y
′+

=
′+

′′
 

（2）向上凸: 
( )( ) ( )2232 1

1

1 yyy

y
′+

−
=

′+

′′
 

解方程 (1) 向下凸: 
( ) yy
y 1

1 2 =′+
′′

,  令 ( ) yyp ′= , 
( ) y

dy
p

pdp
=

+ 21
 

   ( ) ( )cyp ln1ln
2
1 2 =+ ,    

( )
dx

cy

dy
±=

−12
 

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

−±=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

1
2

1
2

1ln

1ln

cxcycy

cxcycy

∓
,  

( ) ( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−+
−

−±

1

1

1

1
2

2

cx

cx

ecycy

ecycy
∓

 

( ) ( )( ) ( )1
1

2
1

11 cxsh
c

ee
c

y cxcx −=+= −−−  

(2) 向上凸: 
( ) yy
y 1

1 2
−

=
′+
′′

，曲线为 ( ) 2
1

22
2 cycx =++ 。 
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例 9.35 求方程 0)(2 2 =′+′′ yxy 满足
2
1)0(,1)0( −=′= yy 的解。 

【解】属于不显含 y 的可降阶类型。令 ,uy =′  原方程变为 02 2 =+′ xuu , 1
21 Cx

u
+= ,  

由
2
1)0()0( −=′= yu ,解出 21 −=C ; 再解方程 

2
1

2 −
=′

x
y ，   得到 22

2
22

1 C
x
xy +
+
−

= ln 。 

由 1)0( =y , 12 =C , 于是得到解 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+=
x
xy

2
2

22
11 ln 。 

例 9.36 与曲线族 Raaxy ∈= ,3
 正交的曲线是                   . 

【解】曲线族 Raaxy ∈= ,3
，满足的方程是： 

23axy =′ ，
2ax

x
y
= ，

x
yy 3

=′ . 

其正交的曲线为 
y
xy

3
−=′ , 其通解为 Cyx =+ 22 3 。 

例 9.37 质量为m 一辆汽车在公路上高速行驶，遇情况急刹车，此时速度达 0v ，刹车后滑

行距离 0s 后终于停下。假设: 刹车后滑行阻力 f 为常数，空气阻力与速度的平方成正

比，比例系数为 c。试求 ?=f    

【解】  \ 

22

2

0
0

(0) 0,
t

d s dsm f c
dt dt

dss v
dt =

⎧ ⎛ ⎞= − −⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ = =⎪⎩

   (

10
2

2
0

+
=

s
m
c

e

vc
f  )      

例 9.38 设函数 )(xf 在 ),0[ +∞ 上连续,若曲线 )(xfy = , 直线 )1(,1 >== ttxx 与 x

轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转的体积为 [ ])1()(
3

)( 2 ftfttV −=
π

, 求 )(xfy = 满

足的微分方程, 并求该方程满足初始条件 ( )
9
22 =y 的解. 

【解】   [ ] ∫=−=
t

dxxfftfttV
1

22 )()1()(
3

)( ππ
, 求导, )()(2)(3 22 tftttftf ′+=  

)(xfy = 满足的微分方程为   xyyyx 23 22 −=′ , 此为为齐次方程, 解为：     

ycxxy 3=− ; 由 ( )
9
22 =y ,  得到 1−=c ，解为： yxxy 3−=− 。 
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例 9.39 曲线 ( )xyy = 通过原点并在第一、四象限, 过曲线上任一点 ( )yxP , 作该曲线的切

线及 y 轴的垂线, 这二直线分别与 y 轴交于T 点和Q点. 则三角形 PQT 的面积与曲

线在区间 [ ]x,0 上的曲边三角形面积相等。求其曲线的方程. 

【解】设曲线为 )(xyy = , 则切线为 ))(( xXxyyY −′=−  

 确定点 ),( yxP , ),0( yQ 与 ))(,0( xyxyT ′− .  

∫=′
x

dttyxyx
0

2 )()(
2
1

,    求导, 0
2

2

=−′+′′ yyxyx
 

   
2

21
−+= xcxcy ,   0)0( =y , 故 cxy = 。 

例 9.40 ( )xf 在 ( )+∞,0 可导, ( ) 21 =′f ,且 ( ) ( ) ( )xyfyxfxyfyx +=>∀ ,0, 成立，求

)(xf 。 

【解】首先 ( ) ( ) ( ) )1(211111 ffff =+= ， ( ) 01 =f 。 

( )
y

xf
x
yxf

y
xfyxfxf

yy

)()1(
lim)(lim)(

00

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
−+

=′
→→

 

)(1
1

lim
)()(11

lim
00

xf
x

x
y

x
yf

y

xfxf
x
y

x
yxf

yy
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
→→

 

)(12)(1)1( xf
x

xf
x

f +=+′=  

求解初值问题

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−′

0)1(

2)(1)(

f

xf
x

xf
得到 

CxxxCdx
x

xxf +=+= ∫ ln2)2()( ，再由 ( ) 01 =f  

解出 0=C ， xxxf ln2)( = 。 


	Text4: 知识宝库考研社区(www.1zhao.org)友情提示：购买原版，饮水思源！
	Text5: 知识宝库考研社区(www.1zhao.org)友情提示：购买原版，饮水思源！
	Text6: 知识宝库考研社区(www.1zhao.org)友情提示：购买原版，饮水思源！
	Text7: 知识宝库考研社区(www.1zhao.org)友情提示：购买原版，饮水思源！


