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基础班微积分辅导第 2 章 

函数的极限与连续函数 

 

2．1 函数的极限概念 

2．1．1 函数在无穷远处的极限 

在掌握好数列极限的概念与方法的前提下，可以顺利地学好函数的极限，只需要注意在

函数极限问题里，自变量的趋向应包括以下 6种情况： 

−
0x ， +→ 0xx ， x x x x→ ， −∞→ →∞→ +∞x ，→x ， 。 

掌握好函数极限的概念与方法，是进一步为学习函数连续性、导数等后续概念的重要基

在区间 (

础。 

定义 2.1  设函数 )(xfy = ), ∞+a 内有定义， 0>∀ε A，若存在某个常数 与

0>X ，使当 > 时恒有 当 x 大时的极限为趋于正无穷Xx ε<− Ax)( ，则称 (fyf )x=

A ，或收敛于 A 。记为  Axf
x

=
+∞→

)(lim 。                                  

若在上述的常数 0=A ，则称 )(xf 是当 x 趋于正无穷大时的无穷小量。若上述定义中

的 A 不存在，则称 f

注：上述定义的几何意义与数列极限香类似。 

定义 2.2 设函数 y (

)(x 当 x 趋于正无穷大时的极限不存在，或发散。 

)(xf= 在区间 ), ∞+a 内有定义， 0>∀G ，若存在某个常数 A 与

0>X ，使当 Xx > 时，恒有 Gxf >)( ，则称 )(xf 是当 x 趋于正无穷大时的无穷大量。

记为                =
+∞→

(lim xf
x

∞   )

当然，还有有如下的两种情况：                         

  

。 

     +∞=
+∞→

)(lim xf
x

（ Gxf >)( ）与 = −∞
+∞→

)(lim xf
x

 （ Gxf −<)(  ）                           

     类似上述两个定义，可给出 −∞→x 时 )(xf 的极限与 (f )x 为无穷大量的定义。读

者可练习给出下列 −∞→x 时的极限与无穷大量的定义描述： 

   Axf
x

=
−∞→

)(lim ， ∞=
−∞→

)(lim xf
x −∞→

)(lim xf
x

= +∞ = −∞
−∞→

)(lim xf
x

。 

定义 2.3  设函数 A)(xfy = 在区间 ),( ∞+−∞ 内有定义，若存在某个常数 与 0>X ，使

当 Xx > 时，恒有 ε<− Ax) ，则称 fyf ( )(x= 当 x 趋于无穷大时的极限为 A ，或收敛

于 A 。记为  A
x ∞→
lim                                                            

    若在上述的常数 0=A 是当 x 趋于无穷大时的无穷小量。 若上述定义中

xf =)( 。          

，则称 )(xf
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的 A 不存在，则称 f )(x 这里 x 以

双向方式趋于无穷大。 

还可以给出当 x（双向）趋于无穷大时， )(xf 为无穷大量的三种描

定义

当 x 趋于无穷大时的极限不存在，或发散。应特别注意，

类似前面的定义，

述，即正无穷大量，负无穷大量和（双向）无穷大量。请读者完成这些练习。 

2．1．2  函数在一点处的极限 

2.4  设函数 )(xfy = 在 0x 的去心邻域 },{) 00 0 ><−<= δδxxx                    

内有定义，若 >∀

,(*
0 δxN

0ε ，都存在某个常数 A 与 00 >δ （ δδ <0 ），使当 000 δ<−< xx 时，

恒有 ε<− Axf )( ，则称 )(xfy = 当 x 趋于 0x 时的极限为 A A，或收敛于 。记为 

                   Axf
xx

=
→

lim
0

)( 。   

若在上述的常数 =A 趋于 0x  若上述定义中的

                            

0，则称 )(xf 是当 x 时的无穷小量。 A

不存在，则称 )(xf 0x 时的极限不存在，或发散。 

定义 2.5  设函数 )(xfy = 在区间 )0

当 x 趋于

,( 0 δ+x （ 0>x δ ）内有定义，若 0>∀ε ，都存在

某个常数 A 与 00 >δ （ δδ <0 ），使当 000 δ<− xx 时，恒有 ε<− Axf )( ，则称< )(xf

x x AxfA ，记为
xx

=
+→ 0

。      当 趋于 0时的右极限为 )(lim                          

)x而当函数 (fy = 在区间 ),( 00 xx δ− （ 0>δ ）内有定义，若 0>∀ε ，都存在某个

常数 A 与 00 >δ （ δδ <0 ），使当 000 <− xx−δ < 时，恒有 ε<− Axf )( ，则称 )(xf

当 x 趋于 0x 时的左极限为 ，记为 Axf
xx

A =
−→

)(lim
0

。                              

特别，上述 中三个极限)式 的 A ± ∞∞易为 或 （即 )(xf 取值无限变大）时，分别称

)(xf

∞=
→

)(lim
0

xf
xx

，

在相应趋向下的无穷大量或正、负无穷大量。记为 

±∞
+→

lim
0xx

， =)(xf = ±∞
−

)(
0

xf                           

                                                    

2． 数极限存在的条件

定理 极限 Axf
x

=
∞→

)(lim （或

→
lim

xx
 。

         

2 函  

3.1 ∞±∞, ）存在 xf
x

=
+∞→

)(lim ∞±∞, ）

与
x −∞→

∞±,

的充要条件是： A（或

Bxf =)(lim （或∞ ）都存在，且 BA = （或 ∞±, ）。 ∞
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定理 2.2 极限 Axf
xx

=
→

)(lim
0

（或 ∞ ± ∞, ）存在的充要条件是： Axf
xx

=
+→

)(lim
0

与

Bxf
xx

=
−→

)(lim
0

都存在，且 BA = 。 

2．3  极限存在的准则 

2．3．1 单调

y ),

有界准则 

定理 2。3 设函数 )(xf= 在区间 ( δ+a （ 0>a δ ）内有 减有下界，                  

xf
ax

定义且单调

（ 0>δ则右极限 A=
+→

)(lim )(xfy存在。而当函数 在区间 ),( aa δ= − ）内有定义且

单调增有上界时，左极限 Axf
ax

=
−→

)(lim 存在。                               

2．3．2 夹逼准则 

定理 2.4  设函数 )(xfy = 与 )(),( xxg φ 在区间 ),( δδ +− aa （ 0>δ ）内有定义且满足

)()( xfx << )(xgφ ，若 Axxg
axax

==
→→

)(lim)(lim φ 存在，则 A= 存在。     xf
ax→

)(lim

2．3．3 无 阶函数的乘积的极限存 。即 

设 )(xf 在某种趋向下有界，例如，若存在某个常数 0>M ， 

)∀ 都有

穷小量与有 在，且仍为无穷小量

,0( ∞+∈x M ，xf ≤)( )(lim 0=
+∞→

xg
x

0)，则 ()(lim =
+∞→

gxf
x

x 。 

     这可以作为极限存在的准则来应用。 

利用上述两个准则可以得到下述两个标准极限（重要极限） 

1      

2．4  两个标准极限 

标准极限 1
0→ xx

lim       （2.1） 

标准极限 2      

=
xsin

                      

ex x
x

=+
→0

1 )(lim                            (2.2) 

2．5 函数极限的性质 

2．5．1 运算性质（以下各条均适用于

1

± ∞∞→ ,x 的情形） 

     （1）设  Axf
xx→

(lim
0

，C ( )xfC
xx

CA==) 为实常数，则 ⋅
→

(lim
0

设  Axf
xx

=
→

)(lim
0

， Bxg
x

) 。 

     （2）
x

( ) BAxgxf
xx

±==
→

lim
0

)( ，则 ±
→

)()(lim
0

 

（3）设  Axf
xx

=
→

)(lim
0

， Bxg
xx

( ) ABxgxf
xx

==
→

)(lim
0

，则 ⋅
→

)()(lim
0

。 

（4）设
xx→

lim ， 0Axf =)(
0

≠)x ， 0
0

(g = ≠
→

Bxg
xx

)(lim ，则
B
A

= 。 
xg
xf

xx→ )(
)(lim

0

0
0

（5）设  ≠∞=
→

,)(lim fxf
xx

，则 )(x 01
0

=
→ )(

lim
xfxx

。 
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利用上述运算性质可以计算或判断某些极限。为方便计算，遇到无穷大量时，应设法将

无穷大量转化为无穷小量。上述运算性质的命题形式均为充分条件，不满足前面条件时，

结论不一定不成立。在考试中，极限的运算法则的运用错误是常见错误，应特别注意避免

这类错误。 

2．5．2 解析性质及复合极限定理 

有一些重 性（保号性）与复合极限定

理，掌握这些性质对处理极限以及后续的微分与积分内容会有较大帮助。下面给出这些性质

均以 x →

定理

0
0

>= Axf )(lim 0x 的附近（除去 0x ）某区间内必然有 0>)(xf 。换言

之，若
0

>=
→

Axf
xx

)(lim 0x

函数极限具 要的解析性质，主要包括极限的保序

0x 的情形为例。 

2.5 极限的保序性（保号性） 

若
→xx

，则在

0，则存在 的去心邻域 },{( 00 0 ><−<= δδxxx ，

使当 (

),0 δxN

),δ0x 时，必Nx∈ 然有 0
0

0>)(xf 。又若 =
→x

<Axf
x

)(lim ，则在 0x 的附近（除

去 0x <)(xf

【证】 由 0
0

>=
→

Axf
xx

)(lim

）某区间内必然有 0。 

，则 0>∀ε ，都存 与 0>δA在某个常数 ，  

使当 δ0 <−< 0xx 时，恒有 ε<  或 − Axf )( +<<ε− Axf )( εA 。 

特别取 0
2
>=

A
，则ε

2
3A

< ，于是有)(
2

xfA
< 0

2
)( >>

Axf 。 

Ax由此性质，可以推论： 若 f
xx

=
→

(lim
0

) ， Bxg
xx

=
→

)(lim
0

，且 B> ，则存在 0x 的A

某去心邻域 }{),( 00 =δ ),(,0 0 ><−< δδxxxxN 0xNx∈ δ，使当 时， 

有 )()( xgxf > 。并且，进一步有如下推论： 

极限保序性的逆（请读者自行练习证明） 

    若在 0x 0x ）某区间内 ，且极限 )(lim xf
xx 0→

存在，则

0
0

≥=
→

Axf
xx

)(lim ； 而 当 在 0x 的 附 近 （ 除 去 时 ， 则

0≤= A

定理 2.6  有界性 

lim
xx 0→

存在，则 f 0x ）某区间内有界。 

定理

若 )(lim uf
uu

的附近（除去 0>)(xf

0x ） 某 区 间 内 0<)(xf

0→
xf

xx
)(lim 。 

    若极限 )(xf )(x 在 0x 的附近（除去

2.7 复合极限定理 

)(, xuuA ==
→ 0 0xx

, 0uxu =
→

lim 0xx)( ， ≠ 时 ， 0u≠u ， 则
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A
x

xuf
x

=
→

))((lim
0

        （2.3） 

     复合极限定理，也适用于序列的极限运算。这一定理 限计算变的更加快捷

限定理可以 等价描述，以及两个标准极限的

变形表达式如下 

()( xAxfAxf

            

可以使得极

方便。 利用极限运算性质及复合极 得到极限的

)()lim
)(x

⇔ = +α=                  （2.4） 
⋅→

1=
⋅→ )(

)(sinlim
)( x

x
x α

α
              5）           （2.

( ) e=)      x x
x

+
⋅→

(
)(

)(lim αα
1

1                 (2.6) 

其中 )(x 为某种趋向 x 时的无穷小量，且（2.5）与（ 0≠)(x)(⋅→ 2.6）中的α α 。 

2．6 无穷小量比阶 

定义 2.6 设 )(xα 与 )( x )(⋅→x 时的无穷小量，若满足 β 为某种趋向

μ
β
α

=
)
)

               7) 

则 （1） 0

⋅→ (
(lim

)( x
x

x
             (2.

)(x 与 )( x当 ≠μ 时，称α β 为同阶无穷小量（ )(⋅→ ），特别x 1=μ 时，称 )(xα

与 )( xβ 为等价无穷小量（ )(⋅→x ），可记为 )(x ~ )( xα β 。 

  （2）当 0=μ 时，称 ( )xα 是比 )( x 高阶的无穷小量（ )(β ⋅→x ）。 

 （3）当 ∞=μ 时，称 ( )xα 是比 )( x 低阶的无穷小量（ ( )⋅→xβ ）。            

利用极限性质及运算，可以得到下列几组常用等价无穷小量（ 0→x ） 

                      ~ xx )ln(tanx~sinx~ +1      (              2.8) 

2

2
1 xx ~cos−                               (2.9) 

axa x ln~1− （ 0>a ）                  (2.10) 

xx ~1−          2.11) 

xx λλ ~)( 11 −+ （

1

    

e                           (

R∈λ ）                   (2.12) 

31 x−~                 
6

xx −sin     

注：（1）以上等价关系可在广义下应用，即等价关系中的

       （2.13） 

x 在应用中常换为满足

0)(lim
)(

=
⋅→

x
x

α 的某个 )(xα 。 
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（2） 可以用等价价无穷小量进行替换，但必须注意，替换只能在因子位在极限运算中，

置上进行，因等价无穷小量是用因子乘积
)(

)(
x

x
β

α 1
⋅ 定义的。非法替换是常见错误。 

例 2．1  极限 =+−
∞→

)lim 12 2xx
x

+( 2 2x         

（A）
22

1
; （B）

2
1

; （C）
22
1−

; （D）不存在 

【解】 )lim 12 22 +−+
+→

xx
x

( 2
∞

x
12 +22

1
2 ++

−
=

∞+→ xx

x
x
lim  

x

22
1

11
=

−
= xlim  

1212 2+++
∞+→

xx

x

)(lim 122 22 +−+
∞−→

xxx
x 122

1
22 +++

−
=

→x ∞− xxx

xlim  

22
1

22
lim

2

−
+−+−

=
∞−→

xx

x
，因此该极限不存在，因此选(D)。 

例 2

11

11
=

−
x

．2  求极限  

⎟
⎠

⎜
⎜
⎛

+
+

→ ||
sinlim

x
xe x

x 4

1

0

2
 

【解】错误

⎟
⎟
⎞

⎜
⎝ + e x1

做法举例 

2
→x

lim ，

1

2
4

1

0
=

+

+
−

x

x

e

e

1

2
4

1

0
0

1

2
4

34

0
=

+

+
=

−

−−

→ +

x

xx

x
e

eelim ，因此

+

+
→ +

x

x

x
e

elim
x

x

4

1

x
e

e
0

1

2

+

+
→

lim 不存在。 

=
−→ ||

sinlim
x

x
x 0

1
0

−=
−−→ x

x
x

sinlim ， 1
0

=
+→ |

sinlim
x

x
x

，
| || xx 0→

sinlim x
也不存在。 

由此得出结论原极限不存在。这一做法的错误在于没有正确使用极限的运算准则。极限运算

准则均为充分条件，两个极限不存在的函数，其和的极限未必不存在。正确做法如下： 

 =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
+→ ||

sinlim
x

x

e

e

x

x

40
1

2
x

1

+
x

x

e

e
4

1

+

+
+→x 0

1

2lim 110
0

=+=
→

lim
x

 
+ ||

sin
x

x
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=
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝

+

+
− ||

lim
x

e x
40

1

⎟
⎞

⎜
⎛

+
→

sin xe x

x

1

2
+

+

x

xe
4

1

2

+
−→x

e
0

1
lim 112

0
=−=

−→ ||
sinlim

x
x

x
 

于是 14 =⎟
⎟

1

2
1

0 ⎟

⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

+

+

+
→ ||

sinlim
x

x

e

e

x

x

x
。 

例 2．3 已知极限

⎠⎝

2
1

1
−

−

∞→
=⎟

⎞
⎜
⎝
⎛

−
− e

x
ax x

x
lim ，求常数a。 

【解】已知极限为“
∞1 ”型，应考虑应用标准极限 2。将已知极限表达式凑成标准型， 

⎠

1−

⎟
⎞

⎜
⎛ −

xaxlim
1∞→ ⎠⎝ −x x

)1(
1

1

1
11lim

a
a

x

x
a −⋅

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎛

−
−

+=  
x ∞→ ⎝

a−1

a
x

x x
a −

−

∞→ ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+=
1

1

1
11lim  

由 e
a

x

=⎟
⎠
⎞

⋅
−
−

1
1

，应用复合极限定理得到 
x

a
x

⎜
⎝
⎛

−
−

+
∞→ 1

11lim

1−

⎟
⎞−

xax ae −= 1 2−= e ， 
1∞→ ⎠

⎜
⎝
⎛

−x x
lim

令
ae −1 2−= e 3，即有 21 =−=− aa , 。 

例 2.4  求极限 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− −−

+∞→

1
1

2 eex x
x

cos
lim  

【解】 ⎟
⎠
⎟
⎞

⎜
⎜
⎝

⎛
− −−

+∞→

1
1

2 eex x
x

cos
lim ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎛

−=
−−

+∞→
1

1121 x
x

exe
cos

lim  ⎜
⎝

)lim
x

1121 −= −

→
cos(

x
xe

+∞

121 11 −−

+∞→
⋅= xe

x
lim 2 22

= e
x

。 

例 2.5 求极限 ⎟
⎟
⎠

⎞
− +1

11

33 xx  

【解】 

⎜
⎜
⎝

⎛
+∞→

2

x
xlim

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜ − +

+∞→

1
11

33 xx
x

xlim ⎜
⎝

⎛2
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅= +

−
+

+∞→
133 1

11
1

1
2 xxx

x
xlim  
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⎟
⎠

⎜
⎛

−⋅= ++ 13
3

1
1

1
1

2
ln

)(lim xxx ex ⎟
⎞

⎜
⎝

+∞→x
3113

1
3 12 lnln

)(
lim ⋅⋅=

+
⋅⋅= +

+∞→ xx
x x

x
。 

下列做法 错误的！第二个等号犯 。 

11

是 了极限运算法则运用错误，答案对实属巧合

⎟
⎟
⎠

− +13 xx
⎞

⎜
⎜
⎝

⎛
+∞→

11
2 3

x
xlim ⎟

⎠
)13( ⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
−−−= +

+∞→
3(lim 1

11
2 xx

x
x  )1

)13(3(lim 1
1

22 −+

+∞→+∞→

x
xx

xx lim)1
1

−−x

⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎞

⎜
⎛

−−⎟⎟
⎠

⎜
⎛

−= −

+∞→→
1lim1lim

3ln
123ln1

2 x
x

x
x

exex  
⎞ 1

⎜
⎝+∞

1
3ln2

−
=

+∞→+∞→ xx xn
lim3lnlim 2 − xx 3

)1( −
=

+∞→ xxx
 

 

2．7 连

概念包括两个方面，首 连续的概念，主要是用来刻画函

数在一点及 的局部情况 观性态 的概念，主要是用来

刻画函数在大范围内的全局情况或宏观性态。 是进一步研究函数性质

的必备基础。 

 

2．7． 数在一点连

定义 3.6 设函 )(xf

lnlim)3(ln
2

=
x

续函数概念 

连续函数的 先是函数在一点处

其附近 或微 ；其次是函数在区间上连续

 而所有这些概念都将

1 函 续的概念 

数 y =  

（1）在 0x 的某邻域 },( 0>< δδx  内有定义； {), 00 −=δ xxxN

（2）极限 存在； 

   （3） 0

。以 续的三要素，缺一

不可。又若 ),( ba )(xfy = 在

],[ ba 上或 ,(a 内连续

处连续的直观意义是， 当

Axf
xx

=
→

)(lim
0

)(xfA =  

则称函数 )(xfy = 在 0x 处连续 上三条见可称为函数在一点连

)(xfy = 在 ],[ ba 上或 内的任意一点处都连续，则称函数

)b 。 

)(xfy = 在 0x 0xxx −=Δ 任意小时， 

)()()( 00 xfxfxf −=Δ 也可以任意小。 

对初等函数而论，连续性的重要结论是：一元初等函数在其定义域内部的任意区间内

都是连续的。 
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函数在一 种等价性描述： 

等价性描述 的某邻域

点连续的定义可有以下两

1：设函数 )(xfy = 在 0x },{),( 00 00 ><−<= δδδ xxxxN 内

有定义 )(x，并且满足 )()( xfxf α+= 0 ，其中 )(xα 为无穷小量（ 0xx → ）。则称函数

)(xfy = 在 0x 处连续。 

等价性描 0x 的某邻域述 2：设函数 )(xfy = 在 }( 0>δN 内有定

义，引入记号 x −

,{), 00 <−= δδ xxxx

0xx ， )() 0xfxfy ()( 0xf=Δ = =Δ −Δ ，若有 0
0

=Δ
→Δ

y
x

lim ，则称函数

y =

以上两种等价描述常常成为判断函数在一点处连续的手段。。 

定义 2.7  )()(lim 0xfxf = ，则称函数 )(xf 在 0x 处为右连续，而满足

)()(lim
0

xfxf
xx

=
−→

时，则称函数 )(xf 在 x 处为左连续。 

定 充要条件是： )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
+→

且

lim
xx→

  或描述为：在一点处连续的充要条件是在该点处左连续，且右连续。 

)(xf 在 0x 处连续。 

若满足
0xx +→

0 0

于是，判断函数在一点处连续的方法还有以下定理 

理 2.8 函数  )(xfy = 在点 0x 处连续的

)()( 0
0

xfxf =
−

。 

定义 2.8 对函数 )(xfy = 不连续的点，称之为 )(xf 的间断点。对间断点做如下分类： 

当单边极限 )(lim xf 与 )(lim xf 都存在却不连续时，称 0x 为第一类间断点。其中满足

lim
xx→

)(lim xf= 的间断点，称之为可去型间断点。 

可去型间断点的可能情况是：

xx +→ 0 xx −→ 0

)(xf
+
0 xx −→ 0

=
−→

)(lim
0

xf
xx

)()(lim 0
0

xfxf
xx

≠
+→

或 )( 0xf 无定义， 

而使得 )(lim xf
xx +→ 0

)(lim xf≠ 的第一类间断点又常称为跳跃型间断点。 

除去第一类间断点以外的所有间断点统称为第二类间断点。其中使得 ∞=
→

)(lim xf
xx 0

的

点称为无穷间断点； 正负交替取值或大小交替变化取值的点称为震荡

间断点。 

 

2．7．2 函数在一点

性质 1 若函数 )(xfy = )()()( 0 xxfxf

xx −→ 0

当 0xx → 时， )(xf

处连续的性质 

，其中 0)(lim
0

=
→

x
xx
α在 0x 处连续，则 = +α 。  

性质 2（保号性） 若函数 )(xfy = 在 0x 处连续，并且 00 >)(xf ，则存在 0x 的某邻域 
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},{),( 000 ><−= δδδ xxxxN  ，使得当 ),( 0xNx δ∈ 时，恒有 Mxf ≤)( 。 

即 )(xf 在某 ),( δ0xN 内有界。 

注：性质 1 可以使得对连续函数极限的计算 为简单的函数值计算）；而性质 2

称为连续函数的保序性或保号性，在后续内容学习中，这对函数的性态研究以及积分的保

序性有着重要作用。性质 3 也常用于对函数性态研究的根据。 

 

2．7．3 连续函数的运算性质 复合函数与反函数的连续性 

定理 2。9  若函数 与 )(xg 在 0x 则函数 )()( xbgxaf

大为简化（变

)(xf 处连续， ± ， )()( xgxf ⋅ 在 0x

00 ≠)(xg处连续，且当 时，函数 )(xg
)(xf

在 0x 处亦连续。 

定理 2。10  复合连续定理 

)(u 在 0 处连续， )(xuu若 fy = uu = 在 x 0x== 处连续， 且 00 ux =)( ， 

则 ))(( xuf 在 xx =

定理 2. 11 设函数 y 在闭区间 ]b 上严格单调且连续，则 )(xfy

u

0处连续 。   

)(xf= ,[a = 在 ],[ ba 上

的反函数 )( yf 1− ],在[α β 上严格单调连续。          

    函数在区间上 一系列性质，是研究函数在大范围内的全局性态或宏观性

态的重要手 后续学习内容的重要基础。 

 

定理 2.12  有界性定理 

若函数 y 在有界闭区间 上连续，则 ,[ ba 上有界，即存在

0> ，使 ][ bax∈∀ ，恒有

2．8 闭区间上连续函数的性质 

连续的概念及

段，也是

)(xf= ],[ ba )(xf 在 ]

M Mxf ≤)( 。  

定理 2.13 最大最小值定理 

y = ) 在 。即存在

],[ baxM ∈ 与 xm

设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则 (xf ],[ ba 上有最大最小值

)(max)(
],[

xfMxf
baxM ∈

且 )(max)(
],[

xfmxf
baxm ∈

== = =],[ ba∈ 使得 。 

注：若函数 y = 在闭区间 ], ba 上连续 则 )(xf 在[a 最大最小值只

能在区间端点取得。 

定理

)(xf [ 且单调， ], b 上的

2.14  零点定理（根的存在定理） 
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设函数 )(xfy = 在闭区间 上连续，且 0],[ ba <)()( bfaf ，则（至少）存在 ),( bax ∈0

使得 0 =)(xf 。 

分析：几何意义是直观的。 

注 1：零点定 充 不 )(, 211 xxxx

0

理可以扩 为：若有 同的两点 ],[2 ba <∈ 使得 

2 <)(( xf ，则（至少）存在 ( 10 xx01 ) fx ), 2x 使得 00∈ =)(xf

 2: 零点定理给出了在闭区间 ],[ ba )(xf

。 

注 上连续函数 y = 在 ],[ ba 上至少有一个零点的

充分条件。 考 )(x 么条件时 ]b 上至多有一个零点？又满

足什么条件 有一个零点？  

定理

设函数 y ]上连续 )(af

读者可以思 ， fy = 满足什 ，在 ,[a

时，在 ],[ ba 上恰

3.15 介值定理（零点定理推论） 

)(xf= 在闭区间 ,[ ba ，若 )(bf ≠ ，则对介于 ) 之

间的任意实数

()( afbf 与

，都存在 ),( bax ∈0 ，使得 Axf =A )( 0 。  

例 2.6  证明介值定理。 

【证】思路是创造应用零点定理 条件。移项造辅助函

令 xfxF −= )()( F 上连续，只需证明 )至少有一个零点

),( bax ∈0 。不妨假设 )( fb > ，则 (( aff > ，因此 

0

的 数： 

A ，则 )( x 在闭区间 ],[ ba ( xF

)(af )) Ab >

<−= AafaF )()( ，且 0>−=bF )(

于是 0<⋅ )()( aFbF ，由零点定理， )( xF 至少有一个零点 ),( bax

Abf )( ， 

∈0 ，所以 

00 = xfxF ()( Ax0=− A) ，即 f =)0 。 

例 2．7 求极限 

(

xcos−
1

x x
xsinlim

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1

0
 

【解】该极限为“ 知极限表达式凑成标准型。 
∞1 ”型，应考虑应用标准极限(4.15)。将已

xcos−
⎟
⎠
⎞ 1

x x
xsinlim

→
⎜
⎝
⎛

1

0

xxxx

x x
xx ⋅

−
⋅

−

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
cossinsinlim

1

0
1

xxx −sin1

，注意到 

e
x

xx xx
=⎟

⎠
⎞−

⋅
−sin

x

x
⎜
⎝
⎛ +

→

sinlim 1
0

，由复合极限定理，只需求如下极限 



2007 水木艾迪考研辅导基础班                     清华东门外创业大厦 1006        电话：62701055 

3
1

6
112

1
1 3

200
−=−⋅⋅=

−
⋅

− →→
)(limsin

cos
lim x

xxx
xx

x xx
， 

于是  3
1

1
1

0

−−

→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ e

x
x x

x

cossinlim 。 

注：上述解法中用到了等价无穷小量(3.13)。 

上述结论可用洛比达法则或泰勒公式证明。另外，本题亦可考虑极限 x
x

x
x

e
sin

ln
coslim −

→

1
1

0
，对

指数部分直接用洛比达法则求极限。

  

 

例 2．8 求下列极限： 1−=
23

1
21

−
x x− +→

x
x
lim

【解】
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21 3
1

2 +−
−
x

x
→ xx

lim 1
2

1
2

1
11

−=
−− 1

=
−

−
=

→ xxx
x

x )((
lim 。 

注：

→x
lim

)

23
1

2 +−
−
x

x
x

含有无穷间断点 1=x ，经过分解因 子 1−x 之后的函数在

例 2．9 下列函数 (xf

    

式，消去因

1=x 处连续，极限计算变成了简单的函数值计算。 

讨论 ) 的连续性，若有可去间断点，将函数修正为连续函数。 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<
−

=

>
+

=
1

01

01

2

2

2

x
x

x

xx

xf
cos

sinln

)(  

【解】这一 给定的区间 )(x

0=x )(lim xf
x +→0

2
x

x

0

分段函数各段表达式在 内均为初等函数， f 有唯一的间断点

， 并且   
( )

=
+

2

2

2
1

x
xsin

=
+→0x

lnlim
2
1

2 2

2

0
=

+→ x
x

x

sinlim ， 

2
1

2 2

2

0
==

−→ x
xxf

x
lim)( ， 

因此 x )(xf )( x 在 0

0−→x
lim

_

0= 为 的可去间断点，若改变 f =x 处的定义为
2
，则 )( xf10 =)(f

在 ),( +∞−∞

例 2.10 （ 若

上处处连续。 

2004-04-01） 5sinlim
0

)(cos =−
−→ ae
x

xx
，则bx =a         。 =b          。 

【解】本题属于已知极限求参数的问题。 

由 5) =b ，且 (cossinlim
0

(cossinlim
0

−
−→

x
ae
x

xx
0) =−⋅

→
bxx

x
， 
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由无穷小量比阶概念应有 0)(lim
0

=−
→

aex
，得 a = 1。 原极限化为 

x

51)(coslim)(cos
1

sinlim
00

=−=−=−
− →→

bbx
x
xbx

e
x

xxx
，得 4= −b 。 

因此 4,1 −== ba  

注：（1）已知 ∞≠= 或0
)(
)(lim

(.)
A

xg
xf

，则或同时有 g(x) → 0 与 f (x) → 0，或 g(x)

与 f (x) 都不为无穷小量。 

) 若 A g( 可推断 f (x) → 0

→→x

(2 0= ，则由 x) → 0 ，若 ∞=A ，则由 → 0 可

推断 g(x) → 0。 

例 2.11 考察函数

f (x) 

xey
1cos1−

= 的连续性。 

【解】这是一个复合函数，
uey = 处处连续，而

x
u 1 cos−= 有第二类间断点 0=x ，于

是函数

1

x
1cos1−

ey = 外处处连续除去点 0=x （ 0=x 为第二类间断点，属于振荡形间断点。） 

例 2.12  若 0≠=
π−

−

∞→
a

n
e

kn )tan(
lim

cos

，则 ( A ) 。 

（A） 2=k 且

1
1

− −en

π

−

2

1

；  =
ea  （B） 2= −k 且

π2
=

−1ea ； 

且（C） 2=k
π

−=
−

2

1ea （D）；    2−=k 且
π

−
−

2

1e
； =a

【解】
)tan(

lim
πkn n
ee

−∞→

1cos
n −−
−

1

)tan(
)(lim

cos

πkn n
ee

−

−

∞→

−
=

1
11
n−1

02
1

2

12
1

≠==
−

−

∞→−

−

∞→
a

n
e

n
n

e
knkn

π
π π

limlim ， 

则必有 =k 2 ，
π

−1

a ，答案为(A)。  

例 2.13  设 )(xf 与 )(x

=
2
e

延伸：可以是变限积分表示的无穷小量比阶问题。

有定义， )(x在 ( ), ∞+−∞ 在 ),(− + ∞ϕ ϕ ∞ 有间断点， )(xf  

在 ,( +−∞ 上连续，且 0x ，则      )∞ ≠)(f  

（A） ( ))(xf ϕ 在 (−∞ 上必有间断点; （B）), ∞+ ( ))(xfϕ 在 ( ), ∞+−∞ 上必有间断点; 

（C）
2ϕ ,( +−∞ 上必有间断点;   （D）)(x 在 )∞

)(
)(

xf
xϕ

在 ( ), +− ∞∞ 上必有间断点.  
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2xf =
⎩
⎨
⎧−

=
1

1 x
x)(φ 则(A)不对，  

取 xf 2)( = ，

【解】答案为(D)。取 ,)(x
≥
<

0
0

x
， (C)亦不对。

xsin+
x

x
−

=
2

)(φ 1
，则

x
xf

4
))((

sin
1

−
=φ

可将作为中间变量的函

无间断点，因此(B)不对。 

注： 从函数概念来考虑，复合函数 修正为连续点，由此

可断定(A)不对。对(B)， ) 的值域未必包含 )( x

数的间断点

(xf φ 的间断点。 

例 2.14  设

x

x

e

e
2

1

3
xf 1+

=)( ，则

2 +
0=x 是 )(xf 的（ B  ）

点。(B)跳跃间断点。(C) 无穷间断点。(D) 震荡间断点。 

【解】

。 

(A)可去间断

0= ，

23
lim 2

12

0
+

+
−

−−

→ +

x

xx

x
e

ee)(lim xf
x +→0

=
2
1

0
=

−→
)(lim xf

x
，因此答案为(B)。 

例 2.15 设 0≠ba,
x

ax(coslim
→0

【解】
x

bx cot

0
)sinlim +

→

,求 
xbx cot)sin+  

xax(cos
x

x

x ax
bxax

cot
cot

0 cos
sin1)(coslim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

→
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

−
−

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−+

x
x

ax
bx

bx
ax

x

xax
ax

x ax
bxax

sin
cos

cos
sin

sin
cos

0

cot)1(cos
1cos

1

0 cos
sin1lim)1cos  

e =⋅0 。 

例 2.16 设

= 1(lim
→

bb ee=

)1(
1

sin
11)

xxx −
−+=
πππ

(xf ， )1,
2
1[∈x ，试补充定义 )1(f 使得 )(xf 在 ]1,

2
1[

上连续。 

1=x 为间断点，取变换 y【解】由于 x= −1

 

，则 

yy
yy

x
xxf

xx ππx
x

yππ
ππ ππ

ππ sin
sin

sin)1(
sin)1(lim1)(lim

11
lim1

0

− −
+=

−
−

+=
−− →→

 

   

+→

y
y

yy 200 2
coslimlim1
πy

yy
22

1sin
ππ

ππ π −π π
π

+=
−

+=
++ →→

 

   
ππ

π 12
1

2

22

=
y

y
 

π

π 2
lim1

0

⋅
+=

+→y
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只需定义 )1(f
π
1

= 。 

例 2.17 证 [明：若函数 )(xfy = 在区间 ), ∞+a 上连续，且 xf
x

=
+∞→

)(lim A 存在，则

)(xfy = 上有界。  

【证】由
x

存在，则 )(xfy

在区间 ),[ ∞+a

Axf =
+∞→

)(lim += 在 ∞→x 时有界，即存在 01 >M 及某个

X 0> ，使当 Xx > 时有 1M ，显然函数 )(xfyxf ≤)( = 在区间 ],[ Xa 上连续，因此

函数 )(xfy = 在区间 ],[ Xa 02 >M ，使 ],[ Xax∀ ∈上有界，即存在 都有 2Mxf ≤)( 。

令 M = },max{ 21 MM ，则 ),[ +∞∈∀ ax 必有 M ，这说明 )(xfy = 在区间

,[a

例

xf ≤)(

)∞+ 上有界。  

2.18 证明：若函数 )(xfy = 在区间 ],[ ba 上连续，且 bxfa << )( ，则存在

x0 xf ( 不动点定理）  

【证】 )在区间 )b )() xfx −= ，

则只需证明 )()( xfxxF −= 在区间 ),( ba 内有零点，由 0<−

),( ba∈ ，使得 00 x=) 。（该命题称为连续函数的

该命题要证方程 (xfx = ,(a 内有实根。引入辅助函数 (xF

=函数 )()( afaaF 及

0>−= )()( bfbbF ，在区间 ],[ ba 上应用零点定理，可知函数 )()( xfxxF −= 在区间

,( ba ),( bax ∈0 使得 000 xxxF f= ⇒ =)内有零点。即存在 0 )( 。 

例 2.19 设函数 )(xfy

)(
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= 在 )( , ∞+−∞ 上连续，且 0=
∞→

)(lim xf
x

存在 y

),( ∞+−∞ 函数 )(xfy

)(xf= 在，若

在 ),(= − + ∞内可取到正值，证明 ∞ 上必有正的最大值。  

【证】由于 )(xfy = 在 ),( ∞+−∞ 内可取到正值，则至

0 ，又因为 0)(lim =
∞→

xf
x

，则对 0)( 1 >
少有一点 x1 ∈ −∞ + ∞( , ) 使

f x( )1 > = xfε ， 0|| 1 ≥>∃ x ，使当 Xx >|| 时，

)(|)(| 1xfxf < . 另一方面当 ],[ XXx ，由于 )(xf 连续，必有 ],[ XXxm

X

−∈ ∈ − ，使 )( mxf
为[ 0)() 1 >≥ xf 。 

例 )() afa

], XX− 上的最大值，且 ],[1 XXx −∈ ，所以 (xf m

2.20 设 )(xf 在 ],[ a20 上连续，且满足 ()( ff ≠= 20 ，试证明存在 ),( ax 00 ∈ , 

使得  ()( axfxf + )= 00

【证】考虑 ())( axfxF

。 

(xf )−= +辅助函数 在 ],[ a0 上连续，并且 

000 ≠−= )()()( affF ， 02= − ≠)()()( afafaF ， 
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0200 =+)( FF − =)()()( affa ，因此必有 )()( 0FaF = − ，由连续函数的零点定理， 

),( a0∈ ,使得 00存在 x0 =)(xF  ，即 )()( axfxf = +00 。 

函数，讨论零点问题， 问题 值问题 证明等式

与不等式的常用方法. 

例 2 ( ) 在 ( 义，在 1

方法点评：移项取辅助 增减性 或最大最小 ，是

.21 设 xf =）， ∞+0 上有定 x 处连续，并

( )

且满足

( )x ，试证fxf = ( )xf 在 ）， ∞+0( 上恒为常数。 

【解】 由归纳法可有 ( ) ( )xfxf = )(xf ， 2
1

n
xf ==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= L

对 ( ) )( 2
1
nxfxf = ，令 ∞→n ， ）， ∞+∈ 0(x ，由复合 得到∀ 极限定理

Cfx n == )1()2
1

。 ( ) fxfxf
nn

==
∞→∞→

(lim)(lim

例 2.22 ( )
2 2

2 2lim
n

nn

2

1
x ax

x

+

+→∞
设函数

bxf x + +
=

+
, 问 ba, 为何值时 )(xf 连续。 

【解】 ( ) ( )

2

2 2
, 1

lim 1 2, 1
1

1

n

nn

ax b x
x ax bxf x a b x

x
x

+

+→∞

⎧ +
2

2 2

1,

<
⎪+ +

= = + ± = ±⎨+
>

 

  
2 2 1
2 2 1
a b b
a b b

+ +
⇒

+ = − +
1 1

0
a b a
a b b
+ = =
+ = =

 

例 2.23  

⎪
⎩

a
a

+ =⎧
⎨
⎩ 3 1

⎧ ⎧
⇒ ⇒⎨ ⎨

⎩ ⎩

xt
x

若 ( )
xt

txf
sinsinsinlim

−

→
⎟
⎞

⎜
⎛= ,研究其连续

【解】

性。 
xsin ⎠⎝

sin sinsin s sin( ) lim
sin

x
t x

t x

xf x
x

−

→

+ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

inx t sin sinsinlim 1
sin

x
t x

t x

t x
x

−

→

−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
sin

sin
sin sin sin

lim 1
x

sin sin
sin

x
t x x

t x

t x ⋅
−

→

−⎛ ⎞= +
x⎜ ⎟

⎝ ⎠

x
xsine=  

0=x 去 L,2,1, ±== kkx ±π为可 间断点, 为无穷间断点。 

例 2.24 设 f ∈ ( )[ ]1,0C  , ( )1f= , 证明：  

(1) 存在 [ ]1,0∈

0f

使得 ( )ξ 1f f ⎛ ⎞
2

ξ ξ= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

；  
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(2) Nn∈∀ ，存在 [ ]1,0∈ξ 使得 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
ff 1ξξ . 

【证】（1）移项造辅助函数 ( )
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

2
1)( xfxfxF ， ( )xF 在 ]

2
1,0[ 上连续。 

( ) )
2

(f ，
1)0(0 fF −= )1()

2
()

2
( ffF −= ，

11 0)1()0()1
=−= ff ， 

于是，或

2
()0( + FF

者 )同为零，此时
2
1(),0( FF 存在 [ ]1,00∈=ξ 使得 ( ) 1

2
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

或者

f fξ ξ

)F 互为异号，此时存在
2
1(),0( F ]1,0[)

2
1,0( ⊂∈ξ ，使得 ( ) 1

2
f fξ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

（2）设 )1()()(
n

xfxfxF +−=  ，有 

)1(
n

f ， )0()0( fF −=

)()1()1(
n

f
n

f
n

F −= ， 

……, 

2

)1()1()1 f
n

nf −
−

= 。 

n个等式两边分别相加得到

(
n

nF −

将上述  

0)1
=  ()1()0( −

+++
n

nF
n

FF L

上述结果说明，或是 )1(
n

n,),1(),0( F
n

FF −
L 同时为零，或是其中至少有两个， 

比如， )(),
n
kFi

（I kki(
n

F in ≠−= ,2,1,0, L ）互为异号。 

以上两种情况都意味着 ]1,0[∈∃

,1,

，使得 0)( =ξ ξF ，即 )1()(
n

ff += ξξ 。 

例 2.25 ( )设 ( ) ( ) +∞==∈
+→

fbaCf
ax

lim,,
−→

xfx
bx

lim , 证明: 存在 ( )ba,, ∈α β 使得 

( ) ( )βα ff =

【证】首先

。 

有 ),(0 bax ∈ 使得 0)( 0 >xf ，对 0)( 0 >= xf 存在 ),( 01 xaxG ∈ 使当

,( 1xax∈ )时有 0)()( 0 >> xfxf ，且存在 ),( 02 bxx ∈ 使当 ),( 2 bxx∈ 时有

上连续，存在 ],[ 21 xxxm0)()( 0 >> xfxf ，考虑 )(xf 在 ],[ 21 xx ∈ 使得

)()(min)( 0],[ 21

xfxfxf
xxxm ≤=

∈
，因此 )(min)(

),(
xfxf

baxm ∈
= 。 
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移项造辅助函数 ( ) ( ) )(αfxfxF −= .其中α 为 ),( ba 内任意一点。 

( ) = ( ) 0)( <− αfxf m ，由于xF m ( ) ( ) −= = +∞
−→

)(lim
−→

lim αfxf
bx

， 

至少存在 ),( bxx mn ∈ 使得 0)( >nxF 。 

由连续函数的零点定理，存在 ),(),( baxx nm ⊂∈

xF
bx

β 使得 0)( =βF ，即 ( ) ( )α βff = 。 

2.26 设函数

⎪
⎩ = 10,0 或x

） 0=x ， 1=x 都是 )(xf 的可去间断点（第一类间断点）

） 0=x 是 )(xf 的无穷间断点； 1

⎪
⎨

⎧ ≠≠
−= −

1,0,
1

1

)( 1

且xx
exf x

x
，则（ B ）。 

 （A 。 
 （B =x 是 )(xf 的第一类间断点，但不为可去间断点。 
 （C） x 0= 是 )(xf 的无穷间断点； 1=x
 （D） 0=x ， 1=x 均为 )(xf

【解】

是 )(xf 的去间断点。 
的第一类间断点。 

∞=
−− 1

1

1x
x

e
，

→
lim

0x
1

1

1lim
1

1
−=

−−
→ −

x
xx

e
， 0

1

1lim
1

1
=

−−
→ +

x
xx

e
。 

 

 


