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基础班微积分辅导第 9 章 

常微分方程 (一) 

9.1 微分方程的基本概念 

9.1.1 引言 

定义9.1 包含未知函数的导数或微分的方程式就称为微分方程. 

 微分方程是用函数与导数的关系式来表达(一类)函数的一种方法。 

定义9.2 如果未知函数为一元函数，则该微分方程称为常微分方程。 

 微分方程的基本问题: 列方程；解方程；解的定性研究。 

 微分方程的基本研究方法 

9.1.2 微分方程的分类：  

定义9.3 方程中出现的最高阶导数的阶数称为这个微分方程的阶. 

 n阶常微分方程的一般形式为   
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一次整式,则称这个方程是线性微分方程, 否则称为非线性微分方程.  

 n阶线性常微分方程的一般形式为 
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其中 ( ) )(),1,...,1,0(, xfnixai −= 是已知函数.  

 0)( ≡xf ，微分方程称为n阶齐次线性常微分方程。 

 否则微分方程称为n阶非齐次线性常微分方程。 

9.1.3 “解”的概念 

定义9.5 满足微分方程的函数，称为该方程的解。即将此函数代入方程，使其成为恒等式。   

更细致一点，如果函数 )(xyy = 在区间 I 上具有 n 阶导数, 且将其代入某 n 阶微分方程

之后, 使之成为恒等式, 则称函数 )(xyy = 是方程在区 I 上的一个解 

定义9.6 微分方程的解中都包含了若干任意常数. 一般情况下, 在n阶微分方程的解中含 

有n个独立的任常数 1 2c c cn, ,..., , n阶微分方程的解的表达式为  

y f x c c cn= ( , , ,..., )1 2  

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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称为微分方程的通解（一般解）. 

定义9.7 一个微分方程虽然可以有无穷多个解, 若从中确一个所需要的解.则需要对微分

方程附加某些条件,即所谓定解条件. 适合定解条件的解称为微分方程的特解. 

 对于n阶微分方程,为了从通解中找到所需要的解,需要附加n个初始值条件, 即 
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这样的定解条件称为初值条件,上述问题就称为初值问题. 

例 9.1 三 个 函 数 1)(
2

11 += −xeCxy , 22 )( Cxy = , )()()( 213 xyxyxy += , 

xxyxyxy −+= )()()( 214 , 其中 21 ,CC 为任意常数，是否是下列四个方程之解，若是

解，是什么解？ 

 (1) ( )yxy −=′ 12 ;  (2) 0)21( 2 =′−−′′ yxyx ;  (3) 
22 21)21( xyxyx −=′−−′′ . 

【解】根据解的概念，直接代入验证可知： )(1 xy 是方程(1)的通解；当 12 =C 时， )(2 xy 是

方程(2)的一个特解； )(1 xy 和 )(2 xy 都是方程(2)的解, )(3 xy 是方程(2)的通解； )(4 xy 是

方程(3)的通解. 

例 9.2 设
xey −=1 , xy 22 = 是三阶线性齐次常系数常微分方程

0=+′+′′+′′′ cyybyay 的两个解,则 cba ,, 的值分别为（    ）. 

A. 0,1,2 === cba ;        B. 0,0,1 === cba ; 

C. 1,0,1 === cba ;         D. 0,0,1 ==−= cba . 

【解】
xey −=1 是解： 01 =+−+− cba ， xy 22 = 是解： 022 =+ cxb ， ),( +∞−∞∈∀x ，

可得到 0,0 == cb 。由前者得： 1=a 。答案:  B 

例 9.3 己知
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例 9.4 （04_1）已知
xx xeef −=′ )( ，且 ( ) 01 =f , 则 ( )xf = 2)(ln

2
1 x   . 

例 9.5 已知函数 )(xyy = 满足条件
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问 A满足什么条件时可 0≥∀x 有（ 0>x ）？答案：只要
2
1

≥A 即有（ 0>x ）。 
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例 9.6 通过方程的通解也可以求方程:设 21

2

)( cecxy x += −
是某个方程的解,求方程的形

式. 答案： 0)1( 2 =′−−′′ yxyx  

例 9.7 试研究
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之解所确定函数的增减区间，极值点及凸凹区间。 

【解】
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;⇒是下凸的函数。 

9. 2 常见的一阶微分方程的求解方法及一阶可积微分方程的类型 

9.2.1 分离变量法   

 方程：形如  
dy
dx

f x g y= ( ) ( )  , 或者 dyyvdxxu )()( =  的方程称为变量分离方程.  

 解法: 分离变量后，两边积分: 

dyyvdxxu )()( = Cdyyvdxxu +=⇒ ∫∫ )()(  

 初值问题的求解：
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例 9.8 
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9.2.2 可化为可分离变量型的方程   

 齐次方程: 
dy
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g y
x

= ( ); 解法：变量置换。令
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例 9.9 ( )xyyyx lnln −=′ .
xCxey +=⇒ 1
 

例 9.10 解方程： ( ) 033 22 =+′− xyyxy .   答案 cey y
x

=
2

2

2
3

 

9.2.3 一阶线性方程   
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一阶线性方程：
dy
dx

p x y q x+ =( ) ( ) 

解法：（1）变易常数法：先解齐次方程，变易常数。 

【解】为变量可分离型方程，其通解为
( )∫=

− dxxp
Cey  

方程
dy
dx

p x y q x+ =( ) ( )的通解为
( ) ( ) ( )

dxexqeCexy
dxxpdxxpdxxp

∫ ∫⋅∫+∫=
−−

)()(  

（2）积分因子法：方程两边同乘积分因子函数 
( )∫ dxxp

e ,   

得到              
( ) ( ) ( )

dxexqeCexy
dxxpdxxpdxxp

∫ ∫∫+∫=
−−

)()( 。 

定理 9.1 齐次一阶线性常微分方程的解集构成一维线性空间； 

非齐次一阶线性常微分方程的通解=齐次一阶线性常微分方程的通解 

+非齐次一阶线性常微分方程的某一特解 

例 9.11 设函数 )(1 xy 与 )(2 xy 是一阶线性常微分方程 )()( xqyxpy =+′ 的两个不同的解，

则常微分方程的通解为                        。答案： 121 )( yyyCy +−=  

例 9.12 解方程
dy
dx x

y x
x

+ =
1 sin

    

答案： )cos(1 Cx
x

y +−= . 

例 9.13 （05_3,4）微分方程 0=+′ yyx 满足初始条件 2)1( =y 的特解为 2=yx 。 

一阶齐次线性方程初值问题求解； 

全微分方程： Cxyxyd == ,0)( 。代入初始条件， 2=C 。 

例 9.14 （ 04_2 ） 微 分 方 程
3( ) 2 0y x dx xdy+ − = 满 足 1

6
5xy = = 的 特 解 为

31
5

y x x= + . 

例 9.15  (91) 连续函数 )(xf 满足 2ln)
2

()(
2

0
+= ∫

x
dttfxf 则 )(xf 是( B )。 

(A) 2lnxe      (B) 2ln2xe      (C) 2ln+xe     (D) 2ln2 +xe  

9.2.4 贝努利方程     

 方程：
nyxqyxp

dx
dy )()( =+  

0=n ：一阶线性方程； 1=n ：可分离变量方程。 10 orn ≠ ：贝努利方程。   
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 解法： 用
ny 除以方程两端将其化为, )()1()()1( xqnuxpn

dx
du

−=−+  

这显然是关于
ny −1
的一个一阶线性方程. 

例 9.16 解方程
22 yxyyx =+′  . 答案：即 C

xxy
+= 22

11
。 

9.2.5 可凑成微分形式的方程, 积分因子 

第一，能凑全微分的部分先凑好；主要公式是 

       ( )uvdvduudv =+ , ⎟
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u
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第二，剩下部分利用己知的积分因子来试：这些己有的是 
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例 9.17 解方程
yx
yxy

−
+

=′  .  x
y

eCyx
arctan22 =+  

例 9.18  解方程 0)3( 23 =−+ dyyxxdxy . 

答案：方程的通解为  
1

2
32( )

ln
xy

y c+ = . 

9.3 高阶可降阶类型方程的求解  

   一般情况下,求解高阶方程更加困难.处理高阶方程的思路之一是设法降低方程的阶.在

这里,仅对二阶方程   ( )yyxfy ′=′′ ,,   的几种右端函数缺变量的情形进行讨论.  

9.3.1 方程不显含 yy ′, （导数已解出）
( ) ( )ny f x=  
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例 9.19 解方程 xxy += sin
)4(

. 

【解】   43
2

2
3

1

5

!5
sin cxcxcxcxxy +++++=  

9.3.2 不显含 y 的方程， ),( yxfy ′=′′ 或 0),,( =′′′ yyxF  

   令 ( ) yxp ′= , ( )xpy ′=′′ , 方程变成： ),( pxfp =′ ,这是一阶方程，有可能求解。 

例 9.20 解方程 yyyx ′′=′′ ln . 

【解】令 ( ) yxp ′= , 2
1

1
1 ce
c

pdxy xc +== ∫ . 

 9.3.3 方程不显含 x ， ),( yyfy ′=′′ 或 0),,( =′′′ yyyF  

令 p p y dy
dx

= =( ) ,  

2

2

d y
d x

dp
dy

dy
dx

p dp
dy

= = ,  

代入方程得    p dp
dy

f p y= ( , ) . 得到一个关于未知函数 p和自变量 y的一阶方程. 

例 9.21 解方程
y
yy

2
)(1 2′+

=′′ . 

答案：± − = +
2 1

1

1 2

c
c y x c , 化简得  

4 1
1
2 1

2
2

c
c y x c( ) ( )− = + 。 

例 9.22 求解二阶微分方程的定解问题
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⎨
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【解】定解问题之解为 
132

1
11

2
+−=

+
−

=
−

= xe
y
y

y
yy )(

cos
cos

sin
costan 。 

9.4 应用问题举例 

(一) 微分方程应用的基本方法： 

规律翻译法和微量分折法。 

(二) 微分方程应用的基本步骤： 

列方程；解方程；解的分析。 

(三) 微分方程应用题的基本范围. 

例 9.23 求曲线 y y x= ( ),使其上每点 M x y( , )的法线平分过这点的水平线与矢径所交之

角。 
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答案：⇒ 22 2 ccxy += ,      这是抛物线。 

例 9.24 将质量为m 的物体, 以初速 0v 垂直向上射出，设空气阻力与运动速度的平方成正

比, 比例系数 0>k 。求物体到达的高度，到这最高处的时间，落到原地时的速度及下

落时间？ 

【解】取向上为高度正方向的坐标系, 则有方程及条件:  

上升方程及条件 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−−=

0

2

0 vv

kvmg
dt
dvm

；下落方程及条件 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−=

0*

2

tv

kvmg
dt
dvm

。 

例 9.25 一容器总高为 H , 在高度为 h 处的断面面积为 ( )hSS = ，在底部有一面积为 0s 的

小 

孔，若水流出速度 v是水深 h 的函数, ghv 2μ=  , 

若在容器装满水后, 将底部小孔打开，问多久水将流 

尽？ 

  答案： 
( ) dtg
y

dyyS 2μ=
−

,
( )

∫∫ =
− ty

h

dtgdy
y
yS

0

2μ ，
( )

∫=
h

y

dy
y
yS

g
t

2
1

μ
。 

例 9.26 某湖泊水量为V ，每年入湖含污物 A 的污水，入湖污水量
6
V

，入湖不含 A 的水量

为
6
V

, 流出量
3
V

。己知 1999 年底湖中有污物 05m ，超过国家标准。为治污从 2000 年

初开始，限定入湖污水含 A 浓度不超过
V
m0 ，问多少年后湖中含污物的量降至 0m 。 

答案： 3ln6,0 == tmm 。 

例 9.27 设曲线L位于Oxy平面的第一象限内并经过点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3,

2
3

。L上任一点M 的切线

与 y 轴交于 A点，已知切点M 到 A点的距离等于原点到 A的距离，求曲线的方程。 

答案：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=′

2
3

2
3

2

22

y

xy
xyy

，为齐次方程。 

9.5 综合例题 

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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例 9.28 设 )(xp 在 ),[ +∞a 连续非负,如果微分方程 0)( =+ yxp
dx
dy

的每一个解 )(xy 都满

足 0)(lim =
+∞→

xy
x

,则 )(xp 必然满足( D   )。 

0)(lim. =
+∞→

xpA
x

   +∞=
+∞→

)(lim. xpB
x

  ∫
+∞
a dxxpC )(.  收敛  ∫

+∞
a dxxpD )(.  发散 

例 9.29  已知一阶线性方程 )()( xqyxp
dx
dy

=+ 的两个不同解 )(,)( 21 xyxy ,则该方程的

通解为（ B ）。 

)()(. 2211 xycxycA +             )]()([)(. 12211 xyxycxycB −+  

)]()([)(. 121 xyxycxyC −+       )]()([)(. 122 xyxycxyC ++  

例 9.30 求解一阶初值问题：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+−

=
2

01)1(

1x
y

dy
y

dx
x

y
  

答案：
x

y 2
= 。 

例 9.31 若方程 0)( =+′ yxpy 的一个特解为 xy 2cos= ,则该方程满足初值条件

2)0( =y 的特解为(  D    ) 

   22cos. +xA       12cos. +xB        xC cos2.          xD 2cos2.  

例 9.32 设 )(xp 在 ),( +∞−∞ 连 续 且 不 恒 等 于 零 , )(,)( 21 xyxy 是 微 分 方 程

0)( =+′ yxpy 的两个不同特解,则下列结论中错误的是(  C      ) 

   常数≡
)(
)(.

1

2

xy
xyA ;(假设其中 0)(1 ≠xy );   构成方程的通解)(. 21 yycB − ; 

   常数=− 21. yyC ;         在任何一点不等于零)()(. 21 xyxyD − . 

例 9.33 解方程 dyyydxxdy 222 =− . 
22 y

x

eCy
−

=⇒ . 

例 9.34 求曲线方程，在该曲线上任意点的曲率半径等于夹在该点与横轴之间的法线之长，

如果曲线：     (1) 向下凸；     2) 向上凸. 

【解】（1） ( ) ( )( ) ( )1
1

2
1

11 cxsh
c

ee
c

y cxcx −=+= −−−  

（2）  ( ) 2
1

22
2 cycx =++ 。 
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例 9.35 求方程 0)(2 2 =′+′′ yxy 满足
2
1)0(,1)0( −=′= yy 的解。 

【解】 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+=
x
xy

2
2

22
11 ln 。 

例 9.36 与曲线族 Raaxy ∈= ,3
 正交的曲线是                   . 

【解】曲线族 Raaxy ∈= ,3
，满足的方程是：

23axy =′ ，
2ax

x
y
= ，

x
yy 3

=′ . 

其正交的曲线为 
y
xy

3
−=′ , 其通解为 Cyx =+ 22 3 。 

例 9.37 质量为m 一辆汽车在公路上高速行驶，遇情况急刹车，此时速度达 0v ，刹车后滑

行距离 0s 后终于停下。假设: 刹车后滑行阻力 f 为常数，空气阻力与速度的平方成正

比，比例系数为 c。试求 ?=f    

【解】                 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

0

2

2

2

)0(

0)0(

v
dt
ds
s

dt
dscf

dt
sdm

(

10
2

2
0

+
=

s
m
c

e

vc
f  )      

例 9.38 设函数 )(xf 在 ),0[ +∞ 上连续,若曲线 )(xfy = , 直线 )1(,1 >== ttxx 与 x

轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转的体积为 [ ])1()(
3

)( 2 ftfttV −=
π

, 求 )(xfy = 满

足的微分方程, 并求该方程满足初始条件 ( )
9
22 =y 的解. 

【解】 yxxy 3−=− 。 

例 9.39 曲线 ( )xyy = 通过原点并在第一、四象限, 过曲线上任一点 ( )yxP , 作该曲线的切

线及 y 轴的垂线, 这二直线分别与 y 轴交于T 点和Q点. 则三角形 PQT 的面积与曲

线在区间 [ ]x,0 上的曲边三角形面积相等。求其曲线的方程. 

【解】 cxy = 。 

例 9.40 ( )xf 在 ( )+∞,0 可导, ( ) 21 =′f ,且 ( ) ( ) ( )xyfyxfxyfyx +=>∀ ,0, 成立，求

)(xf 。 

答案： ( xxxf ln2)( =  )。 

基础班微积分辅导第 10 章 

常微分方程 (二)——  高阶线性方程 

线性方程解的结构; 高阶线性常系数齐次方程的解; 

高阶线性常系数非齐次方程的解; Euler 方程; 差分方程介绍;综合例题 

10.1 高阶线性方程及其解的结构 

10.1.1 高阶线性方程及其特点 
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 n阶线性微分方程的一般形式为

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x f t+ + + + =
−

− −1

1

1 1( ) ( ) .... ( ) ( )  

其中 ia t i n( )( , ,..., )= 1 2 以及 f t( )都是区间 I 上的已知连续函数.当 f t( ) ≡ 0时,上述方程称

为齐次方程: 

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0( ) ( ) .... ( )  

 对于n阶线性微分方程解的存在唯一性定理: 

定 理 10.1: 设 方 程

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x f t+ + + + =
−

− −1

1

1 1( ) ( ) .... ( ) ( ) 中 的 系 数

ia t i n( )( , ,..., )= 1 2 以及非齐次项 f t( )都是区间 I 上的已知连续函数, 0t I∈ ，则对于任意一

组实数 0 1 1ξ ξ ξ, ,.., ,n− 方程满初值条件:   x t x t x tn

n( ) , ( ) ,..., ( )' ( )
0 0 0 1

1
0 1= = =−

−ξ ξ ξ   

的解在区间 I 上存在唯一. 

例10.1 判断下列方程中哪些是线性方程,  

 (i) xyyxy sin2 =+′+′′  ; (ii) yyyxy sin2 =+′+′′  

(iii) yxyxy −=′+′′ 12
 ; (iv) yxyxy −=′+′′ 12

 

10.1.2 线性方程解的结构 

(1) 函数的线性相关性： 

定义 10.1： 在区间 ( )ba, 上的 n 个函数 ( ) nitxi ,,1, L= 线性相关，是指存在 n 个不全为零

的常数 nici ,,1, L= ，使得 ( ) ( ) 0,,
1

=∈∀ ∑
=

n

i
ii txcbax ;否则称 ( ) nitxi ,,1, L= 为线性无关.   

例如:设 1 2λ λ λ, ,..., m R∈ 互不相等, 则函数
1 2λ λ λt t te e e m, ,..., 在任意区间 I 上线性无关. 

(2) 线性方程解的结构 

定理 10.2 若 1 2x t x t( ), ( )都是方程  

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0( ) ( ) .... ( )  

的解,则对任意常数 1 2c c, ,函数 1 1 2 2c x t c x t( ) ( )+ 也是该方程的解. 

证明：只要利用微分方程的线性性即可。 

定理 10.3 方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0( ) ( ) .... ( ) 的所有解构成一个 n 维线

性空间, 其中任意n 个线性无关的解， ( ) nitxi ,,1, L= , 构成该空间的一组基。 

定理 10.4   非齐次方程 

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x f t+ + + + =
−

− −1

1

1 1( ) ( ) .... ( ) ( )  

任意两个解之差是齐次方程 

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0( ) ( ) .... ( )  

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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的解; 因此，如果已知方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x f t+ + + + =
−

− −1

1

1 1( ) ( ) .... ( ) ( )有一个特解

( )tX , 那么它的每个解都可以表示为 )()()( txtXtx += ,其中 )(tx 是齐次方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a t d x
d t

a t d x
d t

a t x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0( ) ( ) .... ( ) 的一般解.   

例10.2 )(),( xqxp 和 )(xf 是连续函数, 且线性无关的三个函数 321 ,, yyy 都是二阶线性

非齐次方程之解， 1c 和 2c 是任意常数，则其通解是:  (D) 

(A) 32211 yycyc ++ ;             (B) 3212211 )( yccycyc +−+ ; 

(C) 3212211 )1( yccycyc −−−+ ;   (D) 3212211 )1( yccycyc −−++  

 非齐次线性常微分方程两个解的差为齐次线性常微分方程的解 

 非齐次方程的通解=齐次方程的通解加非齐次方程的特解 

例10.3 （01）设 ( )xcxcey x cossin 21 += , ( 2,1, =ici 为任意常数) ,为某二阶常系数

齐次微分方程的通解，则该方程为 (  022 =+′−′′ yyy  ) 

求方程  axx =+′′ 2ω  之通解。  答案： tctcaty ωω
ω

cossin)( 212 ++= . 

(3) 线性方程求解的基本方法：观察待定法。 

   设有二阶齐次方程: ( ) ( ) ( ) 0=+′+′′= yxqyxpyyDL ,  

 若己知二阶齐次方程 ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy 的一个特解 ( )xy1 ，用变动任意常数法,  

设 ( ) ( ) ( )xyxcxy 12 = ，代入方程 可求出 ( )xc ，进而得到另一个无关特解。 

 若己知二阶齐次方程 ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy 的二个无关特解， ( ) ( )xyxy 21 , , 用变动

任意常数法, 设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxcxyxcxY 2211 += , 代入方程, 可求出非齐次方程

( ) ( ) )(xfyxqyxpy =+′+′′ 的一个特解。 

例10.4 0=−′+′′ yyxyx ，  ( ) xexxxcxcy −+++= 222
21  

例10.5 解方程 ( ) 0221 2 =−′+′′− yyxyx 。答案 )1( 2
21 xcxcy ++=  

例10.6 解方程 ( ) 22 1221 xyyxyx −=−′+′′− 。 

答案 ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+

++−=
21

1ln11ln
2

2
22 x

x
xxxxY . 
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10.2 高阶线性常系数齐次方程的解  

   考察n阶线性常系数齐次方程 

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0....  

其中 1a an,..., 为实常数.或记成  ( ) 0=xDL  

 由上一段的讨论知道,方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 在区间( , )−∞ +∞ 有

n个线性无关解,通解是这些解的线性组合。 

10.2.1 特征方程： 

(1) 若 ( ) 0=xDL 有形如
tey λ= 的解，则λ必须是代数方程 

             ( )λL =
n n

na aλ λ+ + + =−
1

1 0...  

之根。称为微分方程 ( ) 0=xDL 的特征方程. 特征方程的根称为特征根.  

(2) 特征根与方程 ( ) 0=xDL 解的对应关系. 

先以二阶为例说明结果： 微分方程: ( ) 02 =+′+′′= byyayxDL  

特征方程： ( ) 02
2 =++= baL λλλ  

1) 21 ,λλ 是方程 ( ) 02 =λL 的不等实根, 则 
tt ee 21 , λλ
 是方程 ( ) 02 =xDL 的两个无关解. 

2) 21 λλ = 是方程 ( ) 02 =λL 的重根; 则 
tt tee 11 , λλ
 是方程 ( ) 02 =xDL 的两个无关解. 

3) βαλ i±= 是特征方程 ( ) 02 =λL 的一对共轭复根,则 tete tt ββ αα sin,cos  是方程

( ) 02 =xDL 的两个无关解.   其中用到结果：    

 设z t u t iv t( ) ( ) ( )= +  , 定义它的导数为 
dz
dt

du
dt

i dv
dt

= + . 

 如果复值函数 z t u t iv t( ) ( ) ( )= + 是齐次方程 ( ) 0=xDL 的解, 则实部u t( )和虚部v t( )都

是 ( ) 0=xDL 的实解. 

 欧拉公式： )sin(cos titee tt ββαλ +=  

10.2.2 n阶方程 

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 特征特征根与解的对应： 

对n阶方程 

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0....    

1) 设 λ 是 特 征 方 程 02
2

1
1 =+++ −−

n
nnn aaa Lλλλ 的 实 根 , 则

teλ
是 方 程
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n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 的实解. 

2) 设α β± i 是特征方程的一对单重复根,  

    则
α αβ βt te t e tcos , sin 是方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 的两个无关实解. 

3) 设λ是特征方程的 k k n( )1< ≤ 重实根, 

    则 ettee tktt λλλ 1,...,, −
是方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 的k个无关实解. 

 4) 设α β± i  是特征方程的一对 )21( nkk ≤<  重复根, 则 

        tettettete tktktt ββββ αααα sin,cos,,sin,cos 11 −−L  

       是方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 的 2k个无关实解. 

   由此可知：对应特征方程 02
2

1
1 =+++ −−

n
nnn aaa Lλλλ 的 n 个根，包括重根, 均能得

到方程

n

n

n

n n n
d x
d t

a d x
d t

a d x
d t

a x+ + + + =
−

− −1

1

1 1 0.... 的n个线性无关解. 

例10.7 具有特解
xxx exee 3,2, −−
的三阶线性常系数齐次方程是：( B ) 

(A) 0=+′−′′−′′′ yyyy ;       (B) 0=−′−′′+′′′ yyyy  

(C)  06116 =−′+′′−′′′ yyyy ;    (D) 022 =+′−′′−′′′ yyyy  

【解】特征方程为 0)1()1( 2 =−+ λλ .  

例10.8 (93)
xeyyy γβα =+′+′′  有一特解

xx exey )1(2 ++= ,求 γβα ,, 及通解。 

征值为 1,2 ，特征方程 0)2)(1( =−− λλ ， 3−=α ， 2=β ， 1−=γ 。 

例10.9 设μ为实数,求方程 0=+′′ xx μ 的通解. 

【解】   1) .μ > 0,  通解为  )2,1(,sin2cos)( 1 Rcctctctx ∈+= μμ . 

   2. μ = 0,为x t c c t( ) = +1 2 . 

   3. μ < 0,方程通解为 ( ) tt ecectx μμ −−−= 21 . 

例10.10 求方程 0)4( =− xx  的通解. 通解为 tttx ccecec tt sincos)( 4321 +++= −
. 

例10.11 求方程 033 =−+′′−′′′ xxxx 通解. 

答案： etcccetcecec tttt tttx )()( 2

321

2

321 ++=++= . 
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例10.12 求方程 02)4( =+′′+ xxx 通解. 

答案： ttccttcctx sin)(cos)()( 4231 +++= . 

10.3 高阶线性常系数非齐次方程的解 

10.3.1 线性常系数非齐次方程 

           )(....11
1

1 tfxan
td
xdan

tnd
xd n

a
tnd
xd n

=++−+
−

−
+  

  其中 1a an,..., 为实常数, f t( )是已知连续函数. 方程可记成： ( ) ( )tfxDLn = . 

  若相应的齐次方程 ( ) 0=xDLn  的一般解是： ( ) ( )∑
=

=
n

i
ii txctx

1

, 因此,如果又能够求得

( ) ( )tfxDLn = 的一个特解 ( )tY , 就能够写出其通解:              

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tYtxctYtxtx
n

i
ii +=+= ∑

=1

 

一般情况下可以用常数变异法根据 ( ) 0=xDLn 的通解求出 ( ) ( )tfxDLn =  的一个特解. 

10.3.2 ( ) t
n etPxDL α)(= 型方程的求解 

对于 右端函数 f t( )  属于某些简单类型时,可以用观察侍定方法求非齐次的一个特解. 

下面我们以二阶方程为例说明这种方法. 对于高阶方程也可以类似地求解. 

   考察二解线性常系数方程     ( )xDL2 = )(
2

2

tfbx
dt
dxa

td
xd =++   

假定右端函数具有形式   
tetPtf α)()( = , 其中P t( )是t的一个多项式. 

   比较系数法的出发点是假定方程 ( ) ( ) tetPxDL α=2 有一个形如  
tetQtx α)()( =                    

的解, 其中Q t( )是t的一个多项式. 问题是如何确定Q t( )的次数和系数. 

根据解的概念 , 将
tetQtx α)()( =  代入方程 ( ) ( ) tetPxDL α=2 ,得 

          ( ) )()()()()2( 2 tPtQbatQatQ =+++′++′′ ααα    (*) 

   下面分三种情形讨论. 

   (1) 当α 不是特征根时,   即 02 ≠++ baαα  (*) 左端是 一个次数与Q t( )相同的

多项式.为了使(*)两端多项式次数相等, Q t( ) 应当是一个与P t( )次数相同的多项式. 
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   (2) . 当α是特征根, 但非重根时,   即 02 =++ baαα  , 02 ≠+ aα , (*) 左端

是 一个次数与 )(tQ′ 相同的多项式. 于是为了使(*) 两端多项式次数相等, Q t( )应当是一

个比 P t( ) 次数高一次的多项式. 此时可以取  Q t tR t( ) ( )= , 这里 R t( )是一个次数与

P t( )相同的多项式. 

   (3) . 当α是特征堇根时,   即 02 =++ baαα  , 02 =+ aα , (*) 左端是 )(tQ ′′ . 

于是为了使(*) 两端多项式次数相等, Q t( )应当是一个比P t( )次数高二次的多项式.  

此时可以取 )()( 2 tRttQ = .  

例10.13 (89)方程 1+=−′′ xeyy 的一个特解应具有形式( ba, 为常数)是 (B) 

      (A) bea x + ;    (B) bexa x + ;     (C) xbea x + ;  (D) xbexa x + . 

例10.14 求方程 12 2 +=′+′′ txx 的通解. 通解为x t c c e t( ) = + −
1 2 + − +

2
3

23 2t t t . 

例10.15 解方程
ttexxx 42 =+′−′′ . 通解为

tetcctx )()( 21 += tet 3

3
2

+ . 

例10.16 解方程      txx cos4=−′′ 。答案：
tt ececx −+= 21 tcos2− . 

例10.17 求方程  tHxx βω sin=+′′ ,其中H , ,ω β为常数. 

【解】此方程对应的齐次方程
''x x+ =2 0ω 的通解为 tctcx ωω sincos 21 += . 

  1. 若 ωβ ≠ ， tHtCtCtx β
βω

ωω sin
22sin2cos1)(

+
++= . 

  2. 若β ω= , 则iβ是特征根, 并且是单重根,此时 , 从而方程通解是 

x t c
H t t c t( ) ( ) cos sin= − +1 22ω

ω ω . 

例10.18 求方程
ttetxx 22 1++=−′′ 的一个特解. 

【解】 y y y= + =1 2 :− − + −2 22
3

4
9t

t
e t( ) . 

例10.19 (电路问题) EdtI
Cdt

dILRI
t

=++ ∫
0

1
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dt
dE

C
I

dt
dIR

dt
IdL =++2

2

                

      
dt
dECI

dt
dIRC

dt
IdLC =++2

2

 

   这就是所谓的 R-L-C 电路方程. 

10.4 Euler 方程 

形如    
n

n

n

n
n

n n nt
d x
d t

a t
d x
d t

a t
d x
d t

a x+ + + + =−

−

− −1
1

1

1 1 0...    

的方程称为 Euler(欧拉)方程.其中 1 2a a an, ,..., 为常数.对于这种方程,应当分别考虑t > 0和

t < 0的情形. 作代换s t= ln| |可以将上述方程化为未知函数x x s= ( )的常系数方程. 

例10.20 解方程
2

2

2
2 2 0t d x

d t
t dx

dt
x+ + = . 

【解】x t t c t c t( ) | | ( cos ln| | sin ln| |)= +
1
2

1 2

7
2

7
2

. 

10.5 差分方程介绍 

(一) 线性常系数差分方程  设未知数列 L,2,1.0, =nyn ,  则 

(1)  nnnnn fybya =++1 , 若 0≠nf , 称为一阶线性非齐次差分方程;  

01 =++ nnnn ybya , 称为一阶线性齐次差分方程, 

若 bbaa nn == , 为常数，则称为常系数满足方程. 

(2)  nnnnnn fcybya =++ ++ 12 , 若 0≠nf , 称为二阶线性非齐次差分方程;  

012 =++ ++ nnnnn cybya , 称为二阶线性齐次差分方程, 

若 ccbbaa nnn === ,, 为常数，则称为常系数满足方程. 

差分方程初始值问题：
⎩
⎨
⎧

=
=++

α0

1

y
fybya nnnnn

,
⎩
⎨
⎧

==
=++ ++

βα 10

12

, yy
fcybya nnnnnn

. 

(3) 差分方程的解: 使差分方程成为关于 n 的恒等式的数列 L,2,1.0, =nyn 称为相应差

分方程之解。与微分方程类似，也有通解特解之说。 

    特别是对线性差分之程，有完全类似于线性微分方程解的结构理论。 

(二) 一、二阶线性常系数齐次差分方程的解法   

            R 

 

          I 

      E            L 

               C 
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(1) 一阶方程：
⎩
⎨
⎧

=
=−+

00

1 0
yy
pyy nn

0
00

1 ypy
yy

pyy n
n

nn =⇒
⎩
⎨
⎧

=
=

⇒ +
. 

(2) 二阶方程：
⎩
⎨
⎧

==
=++ ++

1100

12

,
0

yyyy
qpyy nn

.令
k

ky λ= , 代入方程，得特征方程: 

       02 =++ qpλλ , 设有二根 21 ,λλ , 则一般解：
nn

n ccy 2211 λλ += . 

例10.21 解差分方程
⎩
⎨
⎧

==
=+− ++

2013,21
032

10

12

xx
xxx nnn

. 

【解】特征方程， 1,210132 21
2 ==⇒=+− λλλλ  ,则一般解： 21 2

1 ccy
n

n +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ,  

由初始条件确定常数，得特解：  

n

ny ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
1

10
3

5
4

. 

10.6 综合例题 

例10.22 求定解问题 
⎩
⎨
⎧

=′=
=+′+′′

000
244

)()(
cos

yy
xyyy
  的解。 

【解】  xexY x 2sin
8
1

4
2 +−= −

。 

例10.23 振荡问题讨论, 质量为m 的质点挂在在弹簧上，弹性力与位移成正比，比例系数

为 0>k ; 力阻力与速度成正比, 比例系数为 0≥μ ;所受外力为 )(tf , 则运动满足微分方

程及条件：
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

=′=
+−′−=′′

vxxx
tfxkxcxm

0,0 0

，研究运动规律。 

【解】为方便计，设
m
c

2
=μ ,

m
k

=2ω , ( ) ( )tf
m

tF 1
= , 则有 

     原方程 
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

=′=
=+′+′′

⇒
vxxx

tFxxx
0,0

2

0

2ωμ
 (*) 

   特征方程：
22

2,1
22 02 ωμμλωλμλ −±−=⇒=++ . q=− 22 ωμ  

  (1) ωμ ≥ , 0,0 21 <−−=≤+−= qq μλμλ ；(2) ωμ < , iq±−= μλ1 . 

例10.24 设
xexyxy −++=+= 2

2
2

1 3,3 是某二阶线性非齐次微分方程的两个特解，且相

应齐次方程的一个解为 xy =3 ，则该微分方程的通解为
xeCxCxy −+++= 21

23 。 

例10.25 函数 21 CeCy x += 满足的一个二阶线性常系数齐次微分方程为： 0=′−′′ yy 。 
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例10.26 设二阶线性齐次常系数微分方程 0=+′+′′ yyby 的每一个解 )(xy 在区间

+∞<< x0 有界,则实数b的取值范围是(  A   ) 

0. ≥bA          0. ≤bB        4. ≤bC       4. ≥bD   

例10.27  微分方程 xeyyy x +=−′+′′ −32 的一个特解是(  B   ) 

cbxaeA x ++−.               cbxaxeB x ++−.      

)( cbxxaxeC x ++−
          )(. cbxxaeD x ++  

 设 xyey x 2, 21 == −
是三阶线性齐次常系数微分方程 0=+′+′′+′′′ cyybyay 的两

个解.则 cba ,, 的值分别为(  B   ) 

   0,1,2. === cbaA            0,0,1. === cbaB  

   1,0,1. === cbaC            0,0,1. ==−= cbaD  

例10.28 已 知 方 程 )()()( xfyxqyxpy =+′+′′ 有 3 个 不 同 的 特 解

)(),(),( 321 xyxyxy ， 且 满 足    ≠
−
−

)()(
)()(

32

21

xyxy
xyxy

常 数 ， 则 原 方 程 的 通 解

=)(xy )()]()([)]()([ 1322211 xyxyxycxyxyc +−+−  

例10.29 以 xeccxy x ++= 21)( 为 通 解 的 二 阶 常 系 数 线 性 常 微 分 方 程

是                     。 

【解】由特征根为 1,0 ，立得方程为 01)()( =+′−′′ xyxy 。 

例10.30 设 )(,)( 21 xyxy 是二阶线性齐次微分方程 0)()( =+′+′′ yxqyxpy 的两个特

解.问能够由 )(,)( 21 xyxy 的线性组合构成该方程的通解的充分必要条件为  ( B  ) 

0)()()()(. 1221 =′⋅−′⋅ xyxyxyxyA     0)()()()(. 1221 ≠′⋅−′⋅ xyxyxyxyB  

0)()()()(. 1221 =′⋅+′⋅ xyxyxyxyC     0)()()()(. 1221 ≠′⋅+′⋅ xyxyxyxyD  

例10.31 具有特解
xxx eyxeyey 3,2, 321 === −−
的三阶常系数线性齐次方程是( ) 

0. =+′−′′−′′′ yyyyA            0. =−′−′′+′′′ yyyyB  
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06116. =−′+′′−′′′ yyyyC       022. =+′−′′−′′′ yyyyD  

例10.32 若某二阶线性非齐次微分方程的两个解为
23 x+ ， 

23 xe x ++− ，且相应齐次

方程的一个解为 x ，则该非齐次方程的通解为
xeCxCx −+++ 21

23  。 

例10.33 设 参数 R∈δ , ( )tPm  为m 次实系数多项式。函数 ( ) ( )tyy,txx ==   

分别满足如下微分方程 

(A) ( ) tetPx
dt
dx

dt
xd t

m sinδ−=++ 232

2

    

(B)  ( )txy
dt
dy 2=+  

(1)  问当δ满足什么条件时，对方程(A)的任意解 ( )tx 有 ( ) 0=
+∞→

tx
t
lim  

（2） 问当δ满足什么条件时，对方程(B)的任意解 ( )ty 有 ( ) 0=
+∞→

ty
t
lim  

当 0>δ 时， 02
2

0

2

===
+∞→+∞→+∞→

∫
)(lim)(lim

)(
lim tx

e
etx

e

dex

tt

t

tt

t

t

ττ τ

， 

此时有     0=
+∞→

)(lim ty
t

 . 

例10.34 已知
xe 是二阶齐次线性常微分方程 0)(2

2

=+ yxq
dx

yd
的一个解，则其通解为

xx ececxy −+= 21)(  。 

【解】将解
xe 代入方程立即得到 1)( −=xq ，于是可求得方程的另一个解

xe－ 。两个解
xe ，

xe－ 线性无关，构成了方程的一个基本解组。因此通解为
xx ececxy −+= 21)( 。          

例10.35 设 ∫ −−= x dttftxxxxf 0 )()(sin)( ，其中 )(xf 连续，求 )(xf  

【解】 xxxxxf sin
4
3cos

4
1)( 2 += 。 

例10.36 设
xxxxxxx eexeyexeyexey −− ++=+=+= 2

32
2

1 ,, 是某个二阶线性非

齐次微分方程的三个解,求此微分方程. 

解题思路: 设所求方程为 )(xfqyypy =+′+′′ .先求 qp, ,即确定齐次微分方程

0=+′+′′ qyypy 。由题目所给的非齐次微分方程的三个解可以求出齐次微分方程

0=+′+′′ qyypy 的两个解,进而确定 qp, . 然后求 )(xf . 
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【解】
xexf =)( xxe2− 。(用 32 , yy 代入亦可)。 

例10.37 (97)设 ( )uf 二阶连续可导，且 ( )yefz x sin= 满足方程：
xez

y
z

x
z 2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

  求

( )uf .  答案： ( ) uu eCeCuf −+= 21 。 

例10.38 (01 数 2) 若 ( ) ( ) ( ) ( )xfexgxgxf x −=′=′ 2, , ( ) ( ) 2000 == gf ; 求

( ) ( )
( )∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
=

π

0
211

dx
x
xf

x
xgI .        (

( ) ( )
π

πππ

+
+

=
=

=+
=∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ 1
1

010 1
ex

xx
xf

x
xfd ) 

例10.39 （03_1,2）设函数 )(xy 在 R 内具有二阶导数，且 )(,0 yxxy =≠′ 是 )(xyy = 的反

函数. 

(1)  试将微分方程 0))(sin( 3
2

2

=++
dy
dxxy

dy
xd

变换为 )(xyy = 满足的微分方程； 

(2) 求变换后的微分方程满足初始条件
2
3)0(,0)0( =′= yy 的解. 

【解】 （1） xyy sin=−′′ 。 

（2）方所求初值问题的解为 xeey xx sin
2
1

−−= −
。 

例10.40 （05_2）用变量代换 tx cos= )0( π<< t 化简微分方程 

yx ′′− )1( 2 0=+′− yyx ，并求其满足 1
0
=

=x
y ， 2

0
=′

=x
y 的特解。 

【解】 02

2

=+ y
dt

yd
，特征方程为： 012 =+λ ，特解为： tty sincos2 +−= 。 

例10.41 设 )(xyy = 是满足
⎩
⎨
⎧

==
=+′−′′

0)2()0(
02

yy
ycyby

的解， 具中 cb, 为实常数。试研究： 

cb, 满足什么条件时， )(xyy = 可为非零解？ 

【解】 当 02sin =β , 即存在正整数 k ，使得 
2

2 πβ kbc =−= , 即 kbc =− 22
π

为

正整数时,  原定解问题可有非零解（ 02 ≠C ），非零解为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
sin)(ˆ 2

πxkeCxy bx , 

其中 2C 为任意常数． 

基础班微积分辅导第 11 章 
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多元函数微分学 I 

多元函数概念；多元函数极限及连续性；多元函数的偏导数及其微分；综合例题  

11.1 多元函数的概念  
定义11.1 设Ω是

nR 的一个子集，如果按照某种确定的法则 f ，使得每个 Ω∈xr ,唯一

地对应于一个实数u ,则称 f 为定义在Ω上的一个（ n 元）函数, 记成： 

Rf →Ω:  

其中 Ω∈= T
nxxxx ),,,( 21 L

r
是自变量，Ω是这个函数的定义域.   

实数u 称为 x
r
所对应的函数值。记成 )(),...,,()( 21 Ω∈== xxxxfxfu n

rr
. 

定义11.2 区域的定义, 闭区域的定义。 

开区域：非空连通开集。  闭区域：开区域的闭包。 

例如, { }dycbxayxD <<<= ,,),( 是
2R 上的开区域； { }1),,( 222 ≤++=Ω zyxzyx 是

3R 上的闭区域。 

11.2 多元函数的表示 

显式表示的函数： ),( yxfz = ； 

隐函数：        用方程 0),,( =zyxF 表示的函数 ),( yxzz = ； 

用参数表示的函数: 用参数方程

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),(
),(

yxzz
vuyy
vuxx

 , 表示的函数 ),( yxzz = . 

三元函数： ),,( zyxfu =  

11.3常见多元函数的几何意义 

),( yxfz = ： 3ℜ 中的曲面的显函数表示； 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),(
),(

yxzz
vuyy
vuxx

： 3ℜ 中的曲面的参数表示；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

： 3ℜ 中的曲线的参数表示。 

例如： 

222 yxRz −−= 是空间球面；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θ
ϕθ
ϕθ

sin
sincos
coscos

Rz
Ry
Rx

是空间球面；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
ϕ
ϕ

az
Ry
Rx

sin
cos

是螺旋线。 

11.4 多元函数的极限和连续的概念  
定义11.3 nR 中距离的定义：距离是 ( ) xyyxd rrrr

−=, 。 

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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定义11.4 多元函数的极限定义： 

设 RRDf n →⊂:  , Ra∈ ,
nRx ∈0

r
， axf

xx
=

→
)(lim

0

r
rr ⇔ 0>∀ε ， 0>∃δ ，使得 

Dx∈∀
r

,且 δ<< ),(0 0xxd rr
, 都有 ε<− |)(| axf r

. 

定理11.1 多元函数的极限如果存在，则是唯一的。 

定理11.2 ( )[ ] ( )xgxfxgxf
xxxxxx

rrrr
rrrrrr

000

lim)(lim)(lim
→→→

+=+ βαβα  

定理11.3 Axf
xx

=
→

)(lim
0

r
rr

： ),1()( oAxf +=
r

当 0xx rr
→  

 多样性: 自变量变化趋势的多样性，引起多元函数极限形式的多样性 

求
22

0
0

)(lim
yx
xxy

y
x +

−

→
→

   答案：0 

例11.1 求

2

22lim
x

y
x yx

xy
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+∞→
+∞→

      答案：0 

例11.2 求
yx

x

ay
x x

+

→
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

11lim         答案： e  

例11.3 设 ))0,0(),((
||||

),(
22

≠
+
+

= yx
yx

yxyxf ,研究极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

的存在性. 

【解】  对于任意的 )0,0(),( ≠yx ,有
222 |)||(|0 yxyx +≤+< . 所以 

0||||
||||

|0),(|0
22

≤+≤
+
+

=−≤ yx
yx

yxyxf  

因此由极限定义得到 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

0=  . 

例11.4 22)0,0(),(
lim

yx
xy

yx +→
(不存在)； 24

2

)0,0(),(
lim

yx
yx

yx +→
(不存在) 

例11.5 设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=
=

2

2

,0
),(

xyif
xyf

yxf
i1,

  ,  研究极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

的存在性. 

答案：极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

不存在. 

 上面的例子说明,多元函数的极限问题要比一元函数的情形复杂得多.必须要考察动点

),( yx 以各种不同方式趋向于定点 ),( 00 yx 时, 函数的变化趋势. 

 当 xr沿两条不同的路径趋于 0xr 时，函数有两个不同的极限，则函数的极限不存在 

 累次极限 ( ) ( )yyxf
yyxxyy
ϕ

000

lim,limlim
→→→

= 与重极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→
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例11.6 ( )yxf , =
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅

≠⋅+

0,0

0,1sin1sin

yx

yx
x

y
y

x
 

答案：两个二次极限都不存在，但二重极限 ( ) 0,lim
0
0

=
→
→

yxf
y
x

 

例11.7 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

00

03
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf  

答案： ( ) ( ) 0,limlim,limlim
0000

==
→→→→

yxfyxf
yxxy

，而二重极限 ( )yxf
y
x

,lim
0
0

→
→

不存在． 

 重极限与累次极限没有关系 

定理11.4 重极限 ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

与累次极限 ),(limlim),,(limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

均

存在，则有 ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

= ),(limlim),(limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

=  

),(limlim),,(limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

均存在但不等， ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

不存在 

定义11.5 连续： )(xf 在 0xr 点连续⇔ )()(lim 0
0

xfxf
xx

rr
rr =

→
 

定理11.5 )(xf r
在 0xr 点连续 00 ),1()()( xxoxfxf rrrr

→+=⇔ 当  

例11.8 考察函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
00

0)sin(
),(

x

x
x
xy

yxf  的连续性.      答案： 

在 ( )00 , yx 点, 若 00 ≠x , 函数连续;若 00 =x , 当 00 ≠y 时, 不连续，当 00 =y 时, 连续 

定理11.6  连续函数的运算性质： 
（1）四则运算的连续性: 如果 )(, Ω∈Cgf , 那么对于任意的常数 βα , , 

       函数 gf βα + ( )Ω∈C ； gf ⋅ ( )Ω∈C ; 0≠g 的点处,
g
f
 ( )Ω∈C  

（2）复合运算：设函数 ),(),,( yxvyxu  都在区域Ω上连续,函数 ),( vuf 在区域 1Ω 上连续,

并且当 Ω∈),( yx 时有 1)),(),,(( Ω∈yxvyxu ,则复合函数 )),(),,(( yxvyxuf 也在区域Ω
上连续. 

（3）多元初等函数在它们的定义区域内部是处处连续的。 

11.5 有界闭区域上多元连续函数的性质 
定理11.7 有界闭区域上多元连续函数的最大最小值定理 设

nR⊆Ω  是有界闭区

域, )(Ω∈Cf ，则 f Ω 上有界.且存在 Ω∈Ω∈ 21 ,PP ,使得 )(min)( 1 PfPf
P Ω∈

= , 

)(max)( 2 PfPf
P Ω∈

= . 

定理11.8 有界闭区域上多元连续函数的介值定理 设
nR⊆Ω 是有界闭区域(连通

的), )(Ω∈Cf .则对介于 )(min Pfm
P Ω∈

= 和 )(max PfM
P Ω∈

= 之间的每个实数 μ ,都存在

Ω∈P ,满足 μ=)(Pf . 

定理11.9 推论：零点定理：设
nR⊆Ω 是连通域, )(Ω∈Cf .若存在两点， Ω∈QP, , 使
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得 ( ) ( ) 0≤⋅ QfPf , 则存在 Ω∈ξP , 0)( =ξPf ; 

特别是，当Ω 为凸集( 即： Ω⊂⇒Ω∈∀ PQQP, )时，则存在 Ω⊂∈ PQPξ , 

0)( =ξPf  

例11.9 若 ( )yxfz ,= 在
2R 上连续, 且 ( ) +∞=

∞→
∞→

yxf
y
x

,lim , 证明 函数 f 在
2R 上一定有

最小值点。 

例11.10 )(xf 在
nR 上连续,且(1) 0x ≠ 时, 0)( >xf ,(2) ,0>∀c  )()( xx cfcf = . 

证明: 存在 ,0,0 >> ba  使 xxx bfa ≤≤ )( . 

11.6 多元函数偏导数和全微分  

定义11.6 
( )

=
∂

∂
x

yxf 00 , ( )
x

yxfyxxf
x Δ

−Δ+
→Δ

),(,
lim 0000

0
 

( )
=

∂
∂

y
yxf 00 , ( )

y
yxfyyxf

y Δ
−Δ+

→Δ

),(,
lim 0000

0
 

记号：
( )

x
yxf

∂
∂ 00 ,

, 或 ( )00 , yxf x′ ；
( )

y
yxf

∂
∂ 00 ,

, 或 ( )00 , yxf y′  

例11.11 
x
yz = , 

xy
z 1
=

∂
∂

;   z
x
y
=

∂
∂

,   2z
y

z
x

−=
∂
∂

， 11
2 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

z
yz

xz
x

x
y

y
z

 

11.6 全微分存在的必要条件和充分条件  
定义11.7 若 f 在 ( ) DPU ⊂0δ 有定义，且存在不依赖 yx ΔΔ , 的 BA, ,使多元函数在

( )000 , yxP 点的增量 

  ( ) ( ) ( )000000 ,,, yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ ( )ρoyBxA +Δ+Δ=Δ  

22 yx Δ+Δ=ρ ,则称 f 在 ( )000 , yxP 点可微，并称线性函数 yBxA Δ+Δ 为在点的全微

分，记成 ( ) BdyAdxyxdf +=00 , 。 

 必要条件：可微，偏导数必存在。证明：用可微的定义证明。 

 充分条件： ( )yxfx ,′ 和 ( )yxf y ,′ 连续。 

例11.12 设 ),()(),( yxyxyxf ϕ+= 其中 ),( yxϕ 在 )0,0( 点连续, 则 

[ ] [ ]dyyxyxyxdxyxyxyxyxdf yx ),()(),(),()(),(),( ϕϕϕϕ +++++=  

令 0,0 == yx , ))(0,0()0,0( dydxdf += ϕ . 

    (1)指出错误；    (2)写出正确的解法.  

答案： ),( yxϕ 在（0，0）处连续，未必有偏导数。 用可微的定义解。 

例11.13 函数
( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

0,1sin
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf  在(0,0)是否可微? 

在(0,0)点的偏导数为什么?    答案：函数可微, 两个偏导数均为 0. 

例11.14 讨论

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

00

0
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf 在 )0,0( 点的连续性与偏导数的存在性． 

答案：不连续，但偏导数存在． 
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例11.15 设 ( )yxz , 定义在矩形区域 ( ){ }byaxyxD ≤≤≤≤= 0,0, 上的函数。证明: 

（1） ( ) ( ) ( ) 0,,, ≡
∂
∂

∈∀⇔=
x
zDyxyfyxz ； 

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,
2

≡
∂∂

∂
∈∀⇔+=

yx
zDyxygyfyxz  

例11.16 下列条件能够推出 ),( yxf 在 ),( 00 yx 点可微,且全微分 0=df 的是（ D ）. 

  (A) 在点 ),( 00 yx 两个偏导数 0,0 =′=′ yx ff  

  (B) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22 yx

yxf
Δ+Δ

ΔΔ
=Δ , 

  (C) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22

22 )sin(
yx
yxf

Δ+Δ

Δ+Δ
=Δ  

  (D) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量 22
22 1sin)(

yx
yxf

Δ+Δ
Δ+Δ=Δ  

例11.17 （07）二元函数 ),( yxf 在点（0，0）处可微的一个充分条件是（  C  ）。 

（A） 0)]0,0(),([lim
)0,0(),(

=−
→

fyxf
yx

。 （B） 0)0,0()0,(lim
0

=
−

→ x
fxf

x
，且 

0)0,0(),0(lim
0

=
−

→ y
fyf

y
。（C） 0)0,0(),(lim

22)0,0(),(
=

+

−
→ yx

fyxf
yx

 

（D） 0)]0,0()0,([lim
0

=′−′
→ xxx

fxf ，且 0)]0,0(),0([lim
0

=′−′
→ yyy

fyf  

例11.18 函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),( 22

yx

yx
yx

xy
yxf  在点 )0,0( 处(  C      ) 

A.连续且偏导数存在      B. 不连续但偏导数存在 

C.连续但偏导数不存在    D. 不连续且偏导数不存在 

例11.19 设
y
xz arcsin= ，求 dz 。 

例11.20 22

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

(  .A  ) 

0.A        
2
1.B       1.C       不存在.D  

例11.21 已知 f x y xy( , ) = ,试讨论: (1) f x y( , )在( , )0 0 处的连续性；(2) f x y( , )在

( , )0 0 处的两个偏导数是否存在；(3) f x y( , )在( , )0 0 处的可微性。 

答案：(1) f x y( , )在( , )0 0 处连续。(2) 存在。(3) f x y( , )在( , )0 0 处不可微。 

11.7 多元复合函数、隐函数的求导法  

(1) 多元复合函数 
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定理11.10 设 二 元 函 数 ),( vufz = 在 点 ),( 00 vu 处 偏 导 数 连 续 ， 二 元 函 数

),(),,( yxvvyxuu == 在 点 ),( 00 yx 处 偏 导 数 连 续 , 并 且

),(),,( 000000 yxvvyxuu == , 则复合函数 )),(),,(( yxvyxufz =  在点 ),( 00 yx 处

可微，且 

( ) ( ) ( ) ( )
x

yxv
v

vuf
x

yxu
u

vuf
x
z

yx ∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

= 00000000
),(

,,,,
00∂

∂

( ) ( ) ( ) ( )
y

yxv
v

vuf
y

yxu
u

vuf
y
z

yx ∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

= 00000000
),(

,,,,
00∂

∂
 

例11.22 已知 ( )
x

y x1
1

−

= ，求
dy
dx

.    答案： ).ln1()
1(

12

x
x

x
−

−

 

例11.23 设z f xy x
y

= ( , )， f 二阶连续可微，求 2

2

x
z

∂
∂

. 

答案： f
y

ffy
x
z ′′+′′+′′=       

2221211
2

2

2 12
∂
∂ . 

注意：(1) 
v
ff

u
ff

∂
∂

∂
∂

=′=′ 21 , 都是以u v, 为中间变量，以 yx, 为自变量的函数； 

(2) 记号
( ) ( )

v
vuff

u
vuff

∂
∂

∂
∂ ,,,

21 =′=′ 的规定与使用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

APf
PP

=
→

)(lim
0

 存在

( )Pf 在 P0 点偏导连续 

( )Pf 在 P0 点可微 

( )Pf  

在 P0 点偏

导数存在 
 

( )Pf  

在 P0 
点连 
续 
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例11.24  (07 数 一 ) 设 ),( vuf 是 二 元 可 微 函 数 ， ),(
y
x

x
yfz = ， 则

=
∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zx __________。 

例11.25 设 θθ sin,cos),,( ryrxyxfu === ， f 可微，证明： 
2222 1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

y
u

x
uu

rr
u

θ
 

例11.26 设 f 可微，求偏导数： ),( 22 xyeyxfz −=  

(2)隐函数     

定义11.8 设F 是一个二元函数，对于方程  F x y( , ) = 0, 如果在区间( , )a b 中的所有的

x，都存在唯一的 y，使得( , )x y 满足上述方程, 即 )).,((  0))(,( baxxfxF ∈∀≡  则称

由方程F x y( , ) = 0 确定了 ),( ba 上的一个隐函数 )(xfy = 。 

   例如考察圆周C : 1=+ 22 yx ,显然,整个圆周既不能表示为 )(xfy = ,也不能表示为

)(yxx = .但是在点 )1,0( 的某个邻域中的那部分曲线可以表示为
2−1= xy ；在点 ),( 01

的某个邻域中的那部分曲线可以表示为
2−1= yx .   

定理11.11 隐函数存在性定理:设 ),( yxF 是
)1(C 类函数，即 ),( yxF 的两个偏导数都连

续， 0),( 00 =yxF ， 0),( 00 ≠
∂
∂ yx

y
F

，则存在 0, >δη ，使得 ),,( 00 ηη +−∈∀ xxx

存在唯一的 ),( 00 δδ +−∈ yyy 满足 0),( =yxF 。这样定义的隐函数 )(xyy = 连续

可微，且 ( ) ( )( )
( )( )xyxF
xyxF

xy
y

x

,
,

′
′

−=′ 。 

 隐函数的另一种求导法：若函数 ( )xyy = , 由方程 ( ) 0, =yxF 确定，求导之函数？ 

按隐函数定义有恒等式： ( )( ) 0, ≡xyxF ⇒ ( )( ) 0, =xyxF
dx
d

， 

      ⇒ ( )( ) ( )( ) ( ) 0,, =′⋅′+′ xyxyxFxyxF yx ⇒ ( ) ( )( )
( )( )xyxF
xyxF

xy
y

x

,
,

′
′

−=′ 。 

从这是可见：函数 ( )xyy = 可导有一个必要条件是， ( ) 0, ≠′ yxFy . 

例11.27 已知函数 y f x= ( )由方程 ( )  , , 22 bayxfbyax +=+ 是常数，求导函数。 

答案：
)(2

)(2
22

22

yxfyb
ayxfx

dx
dy

+′−
−+′

=  

一般来说，若函数 ( )xyy r
= , 由方程 ( ) 0, =yxF r

确定，求导之函数？ 

      将 y 看作是
n

xx ,...,
1

的函数 ( ) ),...,( 1 nxxyxyy ==
r

,对于方程 

0)),...,(,,...,( 11 =nn xxyxxF  

两端分别关于
i

x 求偏导数得到，并解
ix

f
∂
∂

,可得到公式 :
( )
( )yxF

yxF
x
y

y

x

i

i

,
,
r

r

′

′
−=

∂
∂

 

例11.28 设函数 y(z)yzxx ==   ),( 由方程组

⎩
⎨
⎧

=−−+
=−++

012
01

222

222

zyx
zyx

 确定， 求 
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dz
dy

dz
dx   , .             答案：

y
z

dz
dy

x
z

dz
dx 2,3

=−= . 

例11.29 已知函数 ( )yxzz ,= 由参数方程:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

uvz
vuy
vux

sin
cos

,给定，试求
y
z

x
z
∂
∂

∂
∂ , . 

答案： vvv
x
vu

x
uv

x
z sincos −=−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

； vvv
y
vu

y
uv

y
z cossin +=+=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

例11.30 隐函数函数 ),( yxuu = 由方程

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

0),(
0),,(

),,,(

tzh
tzyg

tzyxfz
确定，求

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ ,  

答案：
x
f

x
u

∂
∂

=
∂
∂

,   

z
h

t
g

t
h

z
g

y
g

t
h

z
f

z
h

t
f

y
f

y
u

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

. 

11.8 二阶偏导数：一阶导函数的偏导数 
例11.31 求

zyxzyxf =),,( 的二阶偏导 

答案： ( ) yyxx
x
yxzyx

z
yxy

zxz
f zy

z
yzyzyz zzzz

lnlnln 111
2

⋅⋅+⋅=
∂
∂

⋅+⋅
∂
∂

=
∂∂

∂ −−−
 

例11.32 
( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

0,1sin
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf 的二阶偏导是否存在？ 

答案：不存在。用定义。 

例11.33 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+
−

=
00

0),(
22

22
22

22

yx

yx
yx
yxxyyxf ， 1)0,0(,1)0,0( 22

=
∂∂

∂
−=

∂∂
∂

yx
f

xy
f

 

 

定理11.12 若二阶混合偏导数 yx
f
∂∂

∂ 2

连续，则与求导次序无关, 即： xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

 

例11.34 已知 2)(
)(

yx
ydydxayx

+
++

为某个二元函数的全微分,则 =a ( D      ) 

1. −A      0.B       1.C       2.D  

例11.35 ),( yxzz = 由
2222 azyx =++ 决定，求

yx
z
∂∂

∂ 2

．答案： 3z
xy

−  

例11.36 设 ( ) ( )( )22 ,, xxxfxg ϕ= ，其中函数 f 于ϕ的二阶偏导数连续，求
( )
2

2

dx
xgd
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例11.37 设z f xy x
y

= ( , )， f 二阶连续可微，求 2

2

x
z

∂
∂

. 

答案： f
y

ffy
x
z ′′+′′+′′=       

2221211
2

2

2 12
∂
∂ . 

例11.38 设 ),( yxzz = 二阶连续可微，并且满足方程 

02 2

22

2

2

=+
∂

+
y
zC

yx
zB

x
zA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

  若令 ,
⎩
⎨
⎧

+=
+=

yxv
yxu

β
α

 试确定 βα , 为何值时能变原方程为 0
2

=
∂∂

∂
vu

z
. 

答案： ACBB −+−= 2α , ACBB −−−= 2β 。 

例11.39 设 2),( Cyxu ∈ , 又 02

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

y
u

x
u

, xxxu =)2,( , 2)2,( xxxux =′ ,求 )2,( xxuxx′′ , 

)2,( xxuxy′′   )2,( xxuyy′′ 。答案： ( ) ( ) ( ) xxx
yx
uxxx

y
uxx

x
u

3
52,,

3
42,2,

2

2

2

2

2

=
∂∂

∂
−=

∂
∂

=
∂
∂

 

11.10 近两年的考题 

例11.40 设函数
18126

1),,(
222 zyxzyxu +++= ，单位向量 )1,1,1(

3
1

=n ，则 =
∂
∂

)3,2,1(n
u

3
3

 

例11.41 设函数 ∫
+

−
+−++=

yx

yx
dttyxyxyxu )()()(),( ψϕϕ 其中函数ϕ具有二阶导数ψ 具

有一阶导数，则必有 

 (A) 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

     (B) 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

=
∂
∂

 

(C) 2

22

y
u

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
     (D) 2

22

x
u

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
        [B] 

例11.42 设有三元方程 1ln =+− xzeyzxy ，根据隐函数存在定理，存在点(0,1,1)的一个邻

域，在此邻域内该方程 

(A) 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 ),( yxzz = . 

(B) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ),( zxyy = 和 ),( yxzz = . 

(C) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ),( zyxx = 和 ),( yxzz = . 

(D) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ),( zyxx = 和 ),( zxyy = .         [D] 

例11.43 设二元函数 )1ln()1( yxxez yx +++= + ，则 =
)0,1(

dz dyeedx )2(2 ++ 。 

例11.44 设在上半平面 { }0),( >= yyxD 内，函数 ),( yxf 具有连续偏导数,且对任意的
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0>t 都有 ),(),( 2 yxfttytxf −= ，证明: 对 L 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线 L,都有

∫ =−
L

dyyxxfdxyxyf 0),(),( 。 

例11.45 设函数 )(xyy = 由方程
yxey −= 1 确定，则

0=xdx
dy

= e−  

例11.46 设函数 内具有二阶导数在 ),0()( +∞uf ，且 )( 22 yxfZ += 满足等式

0
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

。 

(Ⅰ)验证 0
)(

)( =
′

+′′
u
uf

uf 。(Ⅱ)若 的表达式。求函数 )(1)1(,0)1( ufff =′= . 

例11.47 设函数 )(uf 可微 ,且
2
1)0( =′f , 则 )4( 22 yxfz −= 在点 )2,1( 处的全微分

dydxdz 24
)2,1(

−= 。 

例11.48 （07）已知函数 )(uf 具有二阶导数，且 1)0( =′f ，函数 )(xyy = 由方程

11 =− −yxey 所确定，设 )sin(ln xyfz −= ，求

0
2

2

0

,
== xx dx

zd
dx
dz

。 

基础班微积分辅导第 12 章 

向量代数及空间解析几何、梯度与方向导数 

多元微分的几何应用 
12.1 向量的概念 

定义12.1  不仅具有大小,而且具有确定方向.这样的量称为向量. 

 向量的几何意义及表示： == ),,( zyx aaaa kji zyx aaa ++  

 长短        222
zyx aaa ++=a  

 方向 ( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

++++++
=

222222222
,,cos,cos,cos

zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a
γβα  

12.2 向量的线性运算 

 向量的加法: 向量的加法 bac
rrr

+= 服从平行四边形法则和三角形法则 

 向量的数乘: 设ar是一个非零向量,λ是一个实数. 用实数乘以向量的运算 

称 arλ 为向量的数乘, 它是向量:  

模：   ||
rraλ 等于 |||| ar⋅λ ;  

方向： 当 0>λ 时,与ar相同; 当 0<λ 时,与ar相反; 当 0=λ 时, arλ 是零向量. 

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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 单位向量：若 θ≠ar (零向量), 则
||0 a

aa r

r
r

= 是一个单位向量, 并且 0|| aaa rrr
=  

12.3 向量的数量积和向量积 

定义12.1 ar和b
r
的数量积 ba

rr
⋅ 定义为  bababa

rrrrrr ,cos|||| ⋅⋅=⋅    

 0=⋅⇔⊥ baba
rrrr

. 若ar和b
r
非零,则

||||
cos

ba
ba
rr

rr

⋅
⋅

=α  

 

 |||||| baba
rrrr

⋅≤⋅ ； aaa rrr
⋅=||  

 

 向量 ar在向量b
r
上的投影: ( )

b
babaa b r

rrrrr
v

⋅
=⋅= 0  

定义12.2 ba
rr, 的叉积 ba

rr
× (向量积)是一个向量, 

它的长度： bababa
rrrrrr ,sin|||||| ⋅⋅=× ，以向量 ba

rr, 作邻边组成一个平行四边形的面积；

它的方向：由所谓“右手法则”确定。 

 abba rrrr
×−=×  

 cbcacba rrrrrrr
×+×=×+ μλμλ )(  

 baba
rrrrr //0 ⇔=×  

12.4 向量的混合积 

定义12.3 向量 cba rrr ,, 的混合积为 ( ) cba rrr
⋅× ,记作 ),,( cba rrr

,它是数量。 

 以 cba rrr ,, 为棱作平行六面体,则这个平行六面体的体积等于 ),,( cba rrr
 

 ),,(),,(),,(),,(),,(),,( abcbcacabbacacbcba rrrrrrrrrrrrrrrrr
−=−=−===  

 cba rrr ,, 共面的充要条件是 0),,( =cba rrr
 

12.5 用空间直角坐标系进行向量运算 

设 ar ),,( 321 aaa= ，b
r

),,( 321 bbb= 为任意两个向量，则 

定义12.4 向量的加法运算: =± ba
rr )( 11 ba ± i

r
+ )( 22 ba ± j

r
+ )( 33 ba ± k

r
 

 数乘：  λ ar 1aλ= i
r

2aλ+ j
r
+ 3aλ k

r
; 或 λ ar ),,( 321 aaa λλλ=  

以上是向量的线性运算。 

 数量积 332211 babababa ++=⋅
rr

;  

特别有         aaa rrr
⋅=2

=
2

3
2

2
2

1 aaa ++  ,  =⋅= aaa rrr || 2
3

2
2

2
1 aaa ++                     

如果 ar是一个单位向量，即 1|| =ar ，则 

ar k
a
a

j
a
ai

a
a

a
a r

r
r

r
r

rr

r
321 ++== αcos= i

r
kj
rr

γβ coscos ++  

其中 γβα ,, 是向量 ar与坐标轴 OzOyOx ,, 的夹角. αcos , γβ cos,cos 称为向量 ar的方向

余弦。显然有  +α2cos 1coscos 22 =+ γβ  

 向量积,  注意到 kji
vrr

,, 是互相垂直并且成右手系的三个向量，所以 
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0,00

,,

,,

rrrrrrrrr

rrrrrrrrr

rrrrrrrrr

=×=×=×

−=×−=×−=×

=×=×=×

kkjjii

jkiijkkij

jikikjkji

 

=×ba
rr

（ 1a i
r
+ 2a j

r
+ 3a k

r
）×（ 1b i

r
+ 2b j

r
+ 3b k

r
）= 

=（ 2a 3b − 3a 2b ） i
r
+（ 3a 1b − 1a 3b ） j

r
+（ 1a 2b − 2a 1b ） k

r
 

=
32

32

bb
aa

i
r
+

13

13

bb
aa

j
r
+

21

21

bb
aa

k
r

321

321

bbb
aaa
kji
rrr

=   

 混合积的计算: 设ar ),,( 321 aaa= ，b
r

),,( 321 bbb= ， cr ),,( 321 ccc= ， 则 

cbacba rrrrrr
⋅×=),,( = 

=（
32

32

bb
aa

i
r
+

13

13

bb
aa

j
r
+

21

21

bb
aa

k
r
）•（ 1c i

r
+ 2c j

r
+ 3c k

r
）= 

=
32

32

bb
aa

1c +
13

13

bb
aa

2c +
21

21

bb
aa

3c =

321

321

321

ccc
bbb
aaa

 . 

例12.1 设 ,jia
rrr

+= ,2 kib
rrr

+−= 求以 ba
rr, 为边的平行四边形的对角线的长度. 

答案： 3 ， 11  

例12.2 设 ),4,1,1(=ar ),2,2,1( −=b
r

求b
r
在 ar方向上的投影向量.答案： ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

9
14,

9
14,

9
7

  

例12.3 设有三点 ),0,2,1(A ),1,3,1(−B ),2,1,2( −C 求 ABCΔ 的面积 .S    答案：
2
99

 

例12.4 试证 ),1,1,1( −A ),2,2,2( −−B 及 ),2,1,1( −C )0,0,0(D 四点共面. 

证明思路： 0,, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→

ADACAB  

例12.5 已知 aba)(ba 2−=×× , 且 4,1 == ba , 求 ba, 的夹角θ 与 ba× . 

答案： 
3
πθ = ， 3  

例12.6 已知 ( ) α=⋅× cba , 求 ( ) ( )[ ] a)(ccbba +⋅+×+=I 。答案： α2  

12.6 平面方程 
 法向为 kCjBiAn

rrrr
++= ,过点 ),,( 0000 zyxM 的平面方程为 

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA  

 任何三元一次方程 0=+++ DCzByAx , 其图形定一张法向 kCjBiAn
rrrr

++= , 

的平面。 

例12.7 设 ),,(,),,(,),,( 333322221111 zyxMzyxMzyxM 不共线,求过这三点的平面π . 

答案：

131313

121212

111

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx

−−−
−−−

−−−
=0. 

例12.8 已知平面π 过两点 )3,1,2(,)1,0,1( 21 −− MM ,并且与向量 kjia
rrrr

+−= 2 平行,求
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此平面的方程. 答案： 04115 =−++ zyx  

例12.9 求过直线
⎩
⎨
⎧

=−
=−−
02

072
:1 zx

yx
L 并与直线

1
1

2
3

3
3:2 −

−
=

+
=

+ zyxL 平行的平面方

程.  答案： 0)2()3(14)1(9 =−+++−− zyx  

12.7 直线方程式 

  如果已知直线 L 通过一点 ( )0000 ,, zyxM , 并且与向量 ( )nmlv ,,=
r

平行,则可以唯一地

确定这条直线.  

( )zyxM ,, 在 L上的充要条件是 向量 MM 0 与vr平行,即存在 t ,使得 MM 0 = t vr  
即  =− 0rr rr

t vr   这就直线 l 的向量方程. 向量 vr  称为该直线的方向向量。 

 通过一点 ( )0000 ,, zyxM , 方向向量为 ( )nmlv ,,=
r

的直线参数方程是： 

)(

0

0

0

+∞<<−∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

t
tnzz
tmyy

tlxx
 

 消去参数 t  ,得到直线的标准方程(或直线的点向式方程): 

n
zz

m
yy

l
xx 000 −

=
−

=
−

 

 直线作为两个平面的交线
⎩
⎨
⎧

=++
=++

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa

 

例12.10 已知直线经过两点 ),,( 1111 zyxM 和 ),,( 2222 zyxM ,求直线方程. 

 答案：直线的参数方程为 )(
)(

)(
)(

121

121

121

+∞<<−∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

t
tzzzz

tyyyy
txxxx

 

例12.11 若直线 l 由两个平面  011423:1 =−++ zyxπ 0132:2 =−−+ zyxπ和    

相交而成,求该直线的参数方程.              答案： )(
1

172
101

+∞<<−∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
−=

t
tz

ty
tx

 

例12.12 过点 ( )1,3,2M 作直线 L与另两条直线: 

2
4

11
:1

+
==

−
zyxL ,       

⎩
⎨
⎧

=+
=+
2
13

:2 zy
yx

L  

都相交, 求直线 L的方程.     答案：
7

1
10

3
55

2: −
=

−
=

− zyxL  

例12.13 判断直线
1

2
1

1
4
5 −

=
−

=
−
− zyx

 与
3
8

22 −
−

==
zyx

之间的关系，若平行或异

面，求两直线之间的距离。            答案：
3
5

 

12.8 平面与平面、平面与直线、直线与直线的平行、垂直的条件 
(1)两个空间平面的相互关系:  

重合     21 // nn rr
，且有一点重合；平行     21 // nn rr

； 垂直     21 nn rr
⊥ 。 

http://www.1zhao.org/viewthread.php?tid=51746&extra=page%3D1&fromuid=23710
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(2)两条空间直线的相互关系:  

相交          

平行         21 //TT
rr
 

共面         21 , TT
rr
以及两条曲线上个取一点构成的向量共面 

异面         21 , TT
rr
以及两条曲线上个取一点构成的向量不共面 

(3)点与直线的关系:  

点在直线上； 

点不在直线上(点到直线的距离)：设直线为
n

zz
m

yy
l
xx 111 −

=
−

=
−

，点 ),,( 000 zyx  

222101010101010
),,(),,(),,(

nml
nmlzzyyxxzzyyxxd
++

⋅−−−−−−−=  

 

(4)点与空间平面的关系:  

点不在空间平面上(点到空间平面的距离): 
222

000 ||

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

点在空间平面上     0=d  

 

(5)直线与空间平面的关系 

相交     T
r
不垂直于 nr，平行      nT rr

⊥  

12.9 球面 

以点 ),,( 0000 zyxP  为中心,以 )0(>R 为半径的球面由下述方程确定:  

22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−  

设 cba ,, 为正数,由方程  12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

  确定的曲面为椭球面. 

12.10 二次曲面(二次方程的图形): 由方程认图. 

单叶双曲面, 双叶双曲面, 椭圆抛物面, 马鞍面, 球面, 椭球面 

（1）抛物面 

 旋转抛物面: 坐标面 zOx上的抛物线
2axz = )0( >a 绕Oz 轴旋一周得到的曲面称为旋转 

抛物面.它的方程为 )( 22 yxaz += .  

（2）椭圆抛物面:    

由方程  )0,(22 >+= babyaxz ,确定的曲面称为椭圆抛物面. 

（3）双曲抛物面:  由方程  ),(22 同号babyaxz −= 确定的曲面称为双曲抛物面（马鞍

面）.      

12.11 特殊空间曲面: 旋转面、柱面、锥面方程. 
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 柱面: 方程中缺变量: 
222 ryx =+ ; 

柱面:  设 L 是空间一条曲线, l 是一条直线.平行于 l 的直线沿着曲线 L 移动所形成的轨迹

是一张曲面,称这张曲面为以 L为准线的柱面.沿曲线 L移动的直线称为该柱面的母线. 

例12.14 设 S 为以平面曲线

⎩
⎨
⎧

=
=+

0
:

222

z
ayxL 为准线、母线平行与Oz 轴的柱面,求 S

的方程.  答案：
222 ayx =+  

例12.15 设 S 为以抛物线
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0
:

2

z
xyL 为准线、母线平行与Oz 轴的柱面,求 S 的方程.  

答案：
2xy = .             

 锥面: 方程中变量次数相同, 如 )( 222 yxaz += , 0, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
z

x
yF  

设 L 是空间一条曲线, M 为 L 外一点. 假定由点 M 出发的每一条射线与曲线 L 最多只有

一个交点. 由点 M 向曲线 L 上的每一个点引射线.所有这些射线组成的曲面称为以 M 为

顶点、以曲线 L为准线的锥面. 

例12.16 yOz 平面上的直线 )0( >= kkyz 绕Oz 轴旋转一周得到的旋转曲面 

             
22: yxkzS +=  

就是以原点为顶点、以曲线
⎩
⎨
⎧

=
=+

kz
yx

L
1

:
22

为准线的锥面. 

 旋转面, 如 :L  0),( =zyf 绕 y 轴旋转而成之曲面方程 为:  

0),( 22 =+± zxyf  

    假设 L 是 yOz 坐标面上的一条曲线,方程为
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0),(

x
zyF

, 0≥y  ,  求 L 绕Oz 轴旋

转一周所得到的旋转曲面 S 的方程式. 

),,( zyxM 在曲面 S 上的充要条件是: 

 在曲线 L上 ),,0( zYP .使得 00 PMMM = , 其中 ),0,0(0 zM , ( ) 0, =zYF 。 

由 00 PMMM = Yyx =+⇒ 22
;  

再由 ( ) 0, =zYF ( ) 0,22 =+⇒ zyxF , 这就是所求旋转曲面 S 的方程.  

例12.17 求平面曲线 )21(
0

0:
3

≤≤−
⎩
⎨
⎧

=
=− y

x
yzL   绕Oz 轴旋转一周得到的旋转曲

面的方程式.      答案： 0)( 2
322 =++ yxz ；或

3222 )( yxz +=  

12.12 近两年的考题 

例12.18 由 zxyzxye z ++= 确 定 的 隐 函 数 ),( yxfz = 存 在 的 充 分 条 件

是            ，曲面 ),( yxfz = 在点 )0,1,1( 处的为切平面方程为           ，
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),( yxfz = 在点 )0,1,1( 处的梯度为          。 

例12.19 点 ），，（ 012 到平面 0543 =++ zyx 的距离 2=d . 

梯度与方向导数 

12.13 函数沿一方向上的变化, 方向导数 

定义12.1 函数 )(xf r
在 0xr 附近有定义, l

r
为一给定的向量, xr为过 0xr 点沿 l

r
方向的

射线上的点, 若 xr沿射线趋于 0xr 时,极限 

0

0 )()(
lim

0 xx
xfxf

xx
rr

rr

rr −
−

→
 

存在, 则称该极限为函数 )(xf r
在 0xr 点沿 l

r
方向的方向导数,记作 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxf

x
l
f

xx
rr

rr
r

rr −
−

=
∂
∂

→ 沿射线
 

定义12.2 梯度              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
nx
f

x
f

x
fxgradf ,,,)(

21
0 L
r

 

 0
21

0 ,,,)( l
x
f

x
f

x
fx

l
f

n

r
L

r
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

 沿梯度方向 ( )0xfgradl rr
= 的方向导数最大, 即沿梯度方向函数增加最快; 

 其模等于该点最大方向导数之值。 

例12.20 
221),( yxyxf +−= , 在 )0,0( 点的各方向导数均为 1− ，但函数在 )0,0(

点不可微． 

例12.21 设 ),( yxf 在点 ),( 00 yxM 可微， jiujiv
rrrrrr 2, +−=−= ．如果 

1
),(

,2
),( 0000 =

∂
∂

−=
∂

∂
u

yxf
v

yxf
rv ，求 ),( yxf 在点 ),( 00 yxM 的微分． 

答案： dydx )225()245( −+− ． 

例12.22 设函数 ),( yxf 有连续的偏导数,且在点 )2,1( −M 的两个偏导数分

1)2,1(
=

∂
−∂
x

f
, 1)2,1(

−=
∂
−∂
y

f
.则 ),( yxf 在点 )2,1( −M 增加最快的方向是(     ) 

iA.           jB.          jiC +.        jiD −.  

例12.23 若 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 处的两个偏导数存在，则（ B   ） 

  （ A） ),( yxf 在 0P 点连续；        

  （B ）一元函数 ),( 0yxfz = 和 ),( 0 yxfz = 分别在 0yy = 和 0xx = 连续； 

  （C ） ),( yxf 在 0P 点的微分为 dy
y
zdx

x
zdz

PP 00
∂
∂

+
∂
∂

= ；    

  （ D） ),( yxf 在 0P 点的梯度为

0

),()( 0
Py

z
x
zPfgrad
∂
∂

∂
∂

= . 
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例12.24 如 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 不可微, 则下列命题中一定不成立的是（  C  ） 

   (A) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 不连续； 

   (B) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 沿任何方向 vv的方向导数不存在； 

   (C) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 两个偏导数都存在且连续； 

 (D) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 两个偏导数存在且至少有一个不连续. 

多元微分的几何应用  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧
⎩
⎨
⎧

条件极值

无条件极值
极值

切平面

法线
曲面

法平面

切线
曲线

几何

多元微分的应用  

12.14 空间曲面 

(1)空间曲面的表达式 

显函数： ( )yxfz ,= ，隐函数: ( ) 0,, =zyxF ，参数：
2),(

),(
),(
),(

RDvu
vuzz
vuyy
vuxx

uv ⊂∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

 

(2)空间曲面的切平面与法线 

 空间曲面 S 由显函数表示 ( )yxfz ,= ，设 ( )000 , yxfz = ，空间曲面 S 过 ( )000 , yxP 切

平面方程为  

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
,,

00
0

0
00 =−−−

∂

∂
+−

∂
∂

zzyy
y

yxf
xx

x
yxf

 

法线方程是              ( ) ( ) 1,,
0

00

0

00

0

−
−

=

∂
∂

−
=

∂
∂

− zz

y
yxf

yy

x
yxf

xx
 

法向量为        
( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

∂
∂

= 1,
,

,
, 0000

y
yxf

x
yxf

nr  

空间曲面 S 存在切平面的条件：若曲面 S 由显函数表示 ( )yxfz ,= 在点 ( )00 , yxp 可微, 则

曲面 S 在点 ( )00 , yxp 有不平行 z 轴的切平面. 

 若曲面 S 由隐函数 ( ) 0,, =zyxF 表示, 曲面 S 过 ( )0,00 , zyx 切平面方程为 

( ) ( ) ( ) ( )+−
∂

∂
+−

∂
∂

0
000

0
000 ,,,,

yy
y

zyxF
xx

x
zyxF ( ) ( ) 0

,,
0

000 =−
∂

∂
+ zz

z
zyxF

 

法线方程为 

( ) ( ) ( )
z

zyxF
zz

y
zyxF

yy

x
zyxF

xx

∂
∂

−
=

∂
∂

−
=

∂
∂

−

000

0

000

0

000

0

,,,,,,
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法向量       
( ) ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂

∂
∂

∂
=

z
zyxF

y
zyxF

x
zyxFn ,,,,,,r

 

 若曲面 S 由参数表示：
2),(

),(
),(
),(

RDvu
vuzz
vuyy
vuxx

uv ⊂∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

，其切平面为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
∂
∂

+−
∂
∂

=−

−
∂
∂

+−
∂
∂

=−

−
∂
∂

+−
∂
∂

=−

))(,())(,(),(

))(,())(,(),(

))(,())(,(),(

00000000

00000000

00000000

vvvu
v
zuuvu

u
zvuzz

vvvu
v
yuuvu

u
yvuyy

vvvu
v
xuuvu

u
xvuxx

 

或 

     

[ ] [ ]

[ ] 0),(

),(),(

00

),(

00

),(

00

),(

00

0000

=−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

vuzz

v
y

u
y

v
x

u
x

vuyy

v
x

u
x

v
z

u
z

vuxx

v
z

u
z

v
y

u
y

vu

vuvu
 

法线方程为    
[ ] [ ] [ ]

),(

00

),(

00

),(

00

000000

),(),(),(

vuvuvu v
y

u
y

v
x

u
x

vuzz

v
x

u
x

v
z

u
z

vuyy

v
z

u
z

v
y

u
y

vuxx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
−

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
−

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
−

 

法向量       

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

),(),(),( 000000

,,

vuvuvu v
y

u
y

v
x

u
x

v
x

u
x

v
z

u
z

v
z

u
z

v
y

u
y

nr  

例12.25 求曲面 S : 1222 22 =+− zyx 上切平面与直线
⎩
⎨
⎧

=++
=−−
0

523
:

zyx
zyx

L 平行的

切点的轨迹。                      答案： ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=

−=
=

64576060
852

2 xxz
xy

xx
 

例12.26 证明球面 RzyxS 2222
1 : =++ 与锥面 zayxS 2222

2 : =+ 正交. 

证明思路：在公共点处两曲面的法向量相互垂直. 

例12.27 过直线 0,272210 =−+=−+ zyxzyx 作曲面 273 222 =−+ zyx 的切

平面，求该切平面的方程．答案： 0279 =−−+ zyx ，或 02717179 =+−+ zyx  

例12.28 通过曲面 :S 3=+−+ zyxe zyx
上点 )1,0,1( 的切平面（  B   ） 
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（ A）通过 y 轴；（ B ）平行于 y 轴；（C ）垂直于 y 轴；（ D） A， B ，C 都不对. 

例12.29 已知 f 可微，证明曲面 0, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
−

cz
by

cz
axf 上任意一点处的切平面通过一定

点，并求此点位置．  证明思路：定点为 ),,( bca ． 

例12.30 S 由方程 ( )222 zyxGczbyax ++=++ 确定, 试证明：曲面 S 上任一点的

法线与某定直线相交。    证明思路：定直线为
c
z

b
y

a
x

== 。 

例12.31 求过直线
⎩
⎨
⎧

=++
=−−
0

523
:

zyx
zyx

L 且与曲面
8
5222 22 =+− zyx 相切的平面的方

程.       答案： 0)8/15(2)4/1()2/3(6 =++++− zyx 或 

0)24/5(6)12/5(5)6/5(10 =++++− zyx  

例12.32 在椭球面
x
a

y
a

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ + = 上求一点，使椭球面在此点的法线与三个坐标轴的

正向成等角。     答案： ),,(1 222

222
cba

cba ++
 

12.15 空间曲线的切线和法平面  

(1)空间曲面的表达式 

 空间曲面的参数方程:  )(        
)(
)(
)(

βα ≤≤
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

t
tzz
tyy
txx

 

参数方程又可以写作   ( ) ( ) ( )( ) )(       ;)( βα ≤≤== ttztytxtrr Trr
 

 空间曲线的交面式：一条空间曲线 L，可以看作通过它的两个曲面
1

S 与
2

S 的交线，若

设
1

S 的方程为 0),,( =zyxF ，
2

S 的方程为 0),,( =zyxG ，则 L的方程是   

⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

 

(2)空间曲线的切线与法平面 

 空间曲面的参数方程表示，其切线为  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−′+=
−′+=
−′+=

))((
))((
))((

000

000

000

tttzzz
tttyyx
tttxxx

 

切向量为：          ( ))(),(),( 000 tztytx ′′′  

法平面为：       0))(())(())(( 000000 =−′+−′+−′ zztzyytyxxtx  
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 空间曲线的交面式表达方式，其切线为 

),,(

0

),,(

0

),,(

0

000000000 zyxzyxzyx y
G

y
G

x
F

x
F

zz

x
G

x
G

z
F

z
F

yy

z
G

z
G

y
F

y
F

xx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
 

切向量为：  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

),,(),,(),,( 000000000

,,

zyxzyxzyx y
G

y
G

x
F

x
F

x
G

x
G

z
F

z
F

z
G

z
G

y
F

y
F

 

法平面为： 

( ) ( ) ( ) 00

),,(

0

),,(

0

),,( 000000000

=−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

zz

y
G

y
G

x
F

x
F

yy

x
G

x
G

z
F

z
F

xx

z
G

z
G

y
F

y
F

zyxzyxzyx

 

例12.33 求螺线  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ctz
tay
tax

sin
cos

； )0,0( >> ca ,在点 )
4

,
2

,
2

( caaM π
 处的切线与法

平面.答案：切线的参数方程为        

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=
+=

−=

,4
,22

,22

tccz
taay

taax

π
 

法平面方程为     ( ) ( ) ( ) 0)4()2(2)2(2 =−+−+−− czcayaaxa π . 

例12.34 求曲线 

⎩
⎨
⎧

=−−
=−++
0

06
22

222

yxz
zyx

,在点 )2,1,1(0M 处的切线方程. 

答案：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

2
101
101

z
ty
tx
 

例12.35 设曲线
32 ,, tztytx === ，求曲线上一点，使曲线在该点的切线平行于平面

42 =++ zyx ．答案： ( )1,1,1,
27
1,

9
1,

3
1

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− ． 
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