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基础班微积分第 4章   微分学基本定理及应用 

4.1  引言 

 微分学基本定理的首要背景是研究可导函数 )(xfy = 在某点 处取得极值的问题。函

数 在 处取得极值(应该说是局部极值——微观性态)的基本事实是在

处的函数增量

0x

)(xfy = 0xx = 0xx =

)()()( 000 xfxxfxf −∆+=∆ 在 附近(或者说两侧)为定号，即恒为正或恒

为负。    以在 处取得极大值情况来分析

0x

0x )(xfy = 在 附近(某0x ),( 0 δxN 邻域)的微观

性态如下： 

 设 在 处可导，在 处取得极大值，即在)(xf 0x 0x ),( 0 δxN 内的任意 处应有

，由此可知

x

)()( 0xfxf ≤ 0)()( 0 ≤−=∆ xfxff ，即在 ),( 0 δxN 内偏离 时，函数

取值会变小，于是可知： 

0x )(xf

若 ，0xx > 0)()(

0

00 ≤
−

−∆+
=

∆
∆

xx
xfxxf

x
f

。 

由极限的保序性便得到 0lim
0

≤
∆
∆

+→∆ x
f

x
，  。 0)( 0 ≤′+ xf

 当 ，则0xx < 0)()(

0

0 ≥
−
−

=
∆
∆

xx
xfxf

x
f

。 0lim
0

≥
∆
∆

−→∆ x
f

x
， ， 0)( 0 ≥′− xf

于是我们有 并且 。由此断定 ，这便是费马定理的结论。 0)( 0 ≥′ xf 0)( 0 ≤′ xf 0)( 0 =′ xf

由费马定理可以直接导出导数零点定理，并且可以导出其余几个微分学基本定理。 

4.2 微分中值定理 

定理 4.1  费马定理(Fermat 定理，可导函数取得极值的必要条件) 

 设 满足：1°在某邻域)(xf ),( 0 δxN 内有定义，并且 ),( 0 δxNx∈∀ 有 (或

；2°在 处可导，则 。 

)()( 0xfxf ≤

))( 0xf≥ 0x 0)( 0 =′ xf

例 4.1  证明导数零点定理 

 导数零点定理  设函数 在 上可导，并且)(xfy = ],[ ba 0)()( <′′ −+ bfaf 。则必
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),(0 bax ∈∃ ，使得 (在 处有水平切线)。 0)( 0 =′ xf 0x

 思路： 在 两点异号，若)(xf ′ ba, 0)( <′+ af ，由局部比较性质，则 在 右侧

有 使得 ，因此 不是 的最小值点；而

)(xf ax =

1x )()( 1 afxf < )(af )(xf 0)( >′− bf ，同样在 左

侧有 使得

bx =

2x )()( 2 afxf < ，即 也不是 的最小值点。因此可导函数 必有最

小值点 ，再由费马定理，即有

)(bf )(xf )(xf

),(0 bax ∈ 0)( 0 =′ xf 。 

【证】设 且 (另一情况请读者完成证明)，即有 0)( <′+ af 0)( >′− bf

0)()(lim)( <
−
−

=′
+→

+

ax
afxfaf

ax
， 

按极限定义， 01 >∀ε ， 01 >∃δ ，使当 10 δ<−< ax 时有 

11 )()()()( εε +′<
−
−

<−′ ++ af
ax

afxfaf 。 

取 0)(
2
1

1 >′−= + afε ，则有 

0))((
2
1)()( <−′<− + axafafxf ， 

即 ，因此 不是 在 上的最小值。 )()( afxf < )(af )(xf ],[ ba

另外又有 ，则0)( >′− bf 02 >∀ε 。 02 >∃δ ，使当 20 δ<−< xb 时必有 

22 )()()()( εε +′<
−
−

<−′ −− bf
bx

bfxfbf 。 

特别取 0)(
2
1

2 >′= − bfε ，则有 

0))((
2
3)()( <−′<− − bxbfbfxf  

即 。因此 亦不是 在 上的最小值。 )()( bfxf < )(bf )(xf ],[ ba

因为 在 上可导，则必连续，由最大最小值定理，特别必有，使得 为

在 上的最小值，而且

)(xf ],[ ba )( 0xf )(xf

],[ ba bxax ≠≠ 00 , ，即存在 ),(0 bax ∈ ，由费马定理，必有 。 0)( 0 =′ xf

定理 4.2  罗尔定理(Rolle)  设函数 )(xfy = 满足： 1°  在 上连续； ],[ ba
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2°  内可导； 3°  。 ),( ba )()( bfaf =

 则 ),( ba∈∃ξ ，使得 0)( =′ ξf (即在 ξ=x 处有水平切线)。 

【证】 在 上连续，则必在上取得最大最小值，因为)(xf ],[ ba )()( bfaf = ，若 的最

大最小值在 端点取得，则

)(xf

],[ ba Cxf ≡)( ， ],[ bax∈∀ 均有 0)( =′ xf 。否则， 的最

大最小值中至少有二者之一在 内部取得，不妨设， 

)(xf

],[ ba

使得 )(max)(
],[

xff
bax∈

=ξ ，又因为 在可导，)(xf )(ξf 必为 内的极大值点，由 ),( ba

费马定理，得到 0)( =′ ξf 。 

注：罗尔定理及前面的导数零点定理的命题形式均为有水平切线的充分条件。不满足这两

个定理的条件时，结论也可能成立。 

定理 4.3  拉格朗日微分中值定理(Lagrange)  设 满足 )(xf

 1°  在 上连续；2°  在 内可导。  ],[ ba ),( ba

则 ),( ba∈∃ξ 使得    
ab

afbff
−
−

=′ )()()(ξ   

 【证】 设点 与点 之间的弦为))(,( afaA ))(,( bfbB AB，则 ABK
ab

afbf
=

−
− )()(

，AB的

直线方程为 )()()()()( ax
ab

afbfafxy −
−
−

=− ， 

取辅助函数 

)()()( xyxfxF −= )()()()()( ax
ab

afbfafxf −
−
−

−−=  

则 在 上满足罗尔定理的条件，且)(xF ],[ ba 0)(,0)( == bFaF ，于是 ),( ba∈∃ξ ， 

0)( =′ ξF ，即
ab

afbff
−
−

=′ )()()(ξ 。 

注 1：拉格朗日微分中值定理是罗尔定理(Rolle)的进一步拓展，证明方法是通过引入辅助

函数，构造罗尔定理的条件，从而得到结果。并且(4.1)式可有如下等价表达式 

))(()()( abfafbf −′=− ξ )))((( ababaf −−+= θ ， )10( <<θ ；  
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))(()()( 00 xxfxfxf −′+= ξ  

hfxfhxf )()()( 00 ξ′+=+  

注 2：微分中值定理的证明是先引入辅助函数，以创造应用罗尔定理的条件，导出结论。 

注 3：由微分中值定理可直接得出 4个推论如下： 

推论 1：若 恒有),( bax∈∀ 0)( =′ xf ，则 cxf =)( ，其中 为常数。 c

推论 2：若 有),( bax∈∀ )()( xgxf ′=′ ，则在 内必有),( ba cxgxf += )()( 。当且仅当两

曲线 与)(xfy = )(xgy = 有一个公共点 ),(),,( 000 baxyx ∈ 时，有 。 )()( xgxf =

推论 3：若 在 上有界，则对 上的任意两点 存在常数 ，使得 )(xf ′ ],[ ba ],[ ba 21, xx 0>L

1212 )()( xxLxfxf −≤−        

其中 L称为利普希茨常数。（若进一步有 10 << L ，则这样的 )(xfy = 满足压缩映象原理。

压缩映象原理不属于本课程要求的内容） 

推论 4：若 ， ，则),( bax∈∀ 0)( ≥′ xf )(xfy = 在 上单调(非严格)增加，且

时 严格单调增加。而当

),( ba 0)( >′ xf

)(xfy = 0)( ≤′ xf 时(或 0)( <′ xf )， )(xfy = 非严格(或严格)

单调减少。 

注 4：拉格朗日中值定理的两个常用重要功能是： 

 (1) 由 在某 处的取值或性态，可推知 近旁处 的取值或性态，像是一

条“链锁”，对满足定理条件的 在 区间上有某种全局控制作用。 

)(xfy = 1x 1x )(xf

)(xf ],[ ba

 (2) 拉格朗日中值定理在 的函数取值（或增量）与其导数取值之间搭起了一

座桥梁。 

)(xfy =

定理 4.4  柯西中值定理(Cauchy)  如果 和 满足：(1)在闭区间 上连续；

(2)在开区间 内可导，且

)(xf )(xg ],[ ba

),( ba 0)(  ),()( ≠′≠ xgagbg ，则在开区间 内至少存在一点),( ba
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ξ，使得
)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
−

    

4.3  微分学基本定理的几何意义 

 微分学几个基本定理有着明显的几何意义，了解这些几何意义，将有助于我们建立必

要的直观感性认识。读者可以进一步思考， 满足什么条件时，罗尔定理与拉格朗日定

理中的

)(xf

ξ点具有唯一性？又满足什么条件时有两个不同的 1ξ 与 2ξ ？ 

例 4.2 设 为自然数， ，则nm, nm xxxf )1()( −= )(xf ′ 在(0,1)内零点个数为 ( B )。 

 (A) 0。  (B) 1。   (C) 2。   (D) 3。 

【解】正确选项为(B)。 

 由罗尔定理， ，因此至少存在一点0)1()0( == ff )1,0(∈ξ 使 0)( =′ ξf ，又 

11 )1()1()( −− −−−=′ nmnm xnxxmxxf )()1( 11 nxmxmxx nm −−−= −−
。 

令 ，当0)( =′ xf )1,0(∈x 时， ，得0)1( 11 ≠− −− nm xx )1,0(0 ∈
+

=
nm

mx  

为唯一驻点，即 0x=ξ 为 的唯一零点。 )(xf ′

例 4.3  设 是周期为 1 的周期函数，在 内可导，且)(xf ]1,0[ ,0)1( =f  

令 )(max
]1,0[

xfM
x∈

= ，试证明存在 ( )2,1∈ξ ，使得 Mf 2)( ≥′ ξ 。 

【证】首先，因 是周期为 1 的周期函数，则只须证明 )(xf

 ( 1,00 ∈ )ξ 使得 Mf 2)( 0 ≥′ ξ 。（用 Lagrange 中值定理） 

由 在 内可导，则必在 内连续，又因)(xf ]1,0[ ]1,0[ ,0)0()1( == ff  

则只能存在 使得),( 10∈Mx )(max)(
]1,0[

xfMxf
xM ∈

== 。 

（最大最小值不在端点取得） 

对区间 ：),0( Mx MxfM )(0 1ξ′=−±  

对区间 ： )1,( Mx )1)((0 2 MxfM −′=± ξ ， ( )Mx,01 ∈ξ ， ( )1,2 Mx∈ξ  
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上两式分别取绝对值后相加得到 

)1)(()(2 21 MM xfxfM −′+′= ξξ ，令 { })(,)(max)( 210 ξξξ fff ′′=′ ， 

则有 ( 1,00 ∈ )ξ ，此时有不等式 )(2 0ξfM ′≤ ， 

因此存在 ( 2,11 0 )∈+= ξξ ，使得 Mf 2)( ≥′ ξ . 

 作为练习，请读者将拉格朗日中值定理的 4 个推论依次进行证明，这将有助于这一重

要定理的理解与应用。 

例 4.4 设 在 上有二阶导数，且)(xf ]2,1[ 0)2()1( == ff ， ，证明

，使得 。 思路：对

)()1()( 2 xfxxF −=

)2,1(0 ∈∃x 0)( 0 =′′ xF )(xF ′ 应用罗尔定理。 

【证】(方法 1) 

 ， 令)()1()()1(2)( 2 xfxxfxxF ′−+−=′ 1=x 则 有 0)1( =′F ， 另 由

，由罗尔定理0)2()2(,0)1( === fFF )2,1(1 ∈∃ξ ，使得 0)( 1 =′ ξF ，对 在)(xF ′ ],[ 11 ξ

上应用罗尔定理，则 )2,1(),1( 10 ⊂∈=∃ ξξ x ，使得 0)( 0 =′′ xF 。 

 (方法 2) 

 反证，设 ，则由导数零点定理之推论可知0)( ≠′′ xF )(xF ′′ 在(1,2)上取定号，不妨设

，因此0)( >′′ xF )(xF ′ 在 上为严格单调增函数。 ]2,1[

 考虑到 及 ，所以0)1( =′F )2,1(∈x 0)( >′ xF ，即 )()2,1( xFx ′∈∀ 有 定号的结论。

但由 ，由罗尔定理应0)2()1( == FF )2,1(1 ∈∃ξ ，使得 0)( 1 =′ ξF ，这与上述 定号

结论矛盾，于是原假设不成立，即必

)(xF ′

)2,1(0 ∈∃x ，使得 0)( 0 =′′ xF 。 

例 4.5 设 )13)(12)(1()( −++= xxxxxg ，试确定方程 0)( =′ xg 在 )0,1(− 内有几个实根。 

思路：已知函数 表达式已是因子乘积形式，应采用连续函数零点定理及罗尔定理综合

讨论 的零点问题，而不应把

)(xg

)(xg ′ )(xg ′ 求出来再讨论其零点。 

【解】函数 在 上连续且可导，显然 有 4 个实根： ， ，)(xg ),( +∞−∞ )(xg 01 =x 12 −=x
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2
1

3 −=x ，
3
1

4 −=x ，由罗尔定理， )(xg ′ 至少有 3个零点： )
3
1,0(1 ∈ξ ， )

2
1,1(2 −−∈ξ ，

)0,
2
1(3 −∈ξ 。 

又 为 3次多项式，最多有 3个实根，因此)(xg ′ )(xg ′ 在 )0,1(− 内恰有 2个实根。 

例 4.6 设 ，证明不等式  0>x

24
)1arctan(

222

xx
xx

x
<−+<

++
π

。 

【证】（方法 1）由 ，只需证明不等式 0>x

2
14

)1arctan(

22
1

2 <
−+

<
++ x

x

xx

π

， 

注意到
4

1arctan π
= ，对任意 ),0( ∞∈x 令 xxf arctan)( = ，则有 

1)1(
)1()(4

)1arctan(

−+
−

=
−+

x
fxf

x

x π

 

在 上用 Lagrange 中值定理则有 ]1,1[ x+

)1,1(,
1

1
1)1(

4
)1arctan(

2 +∈
+

=
−+

−+
x

x

x
ξ

ξ

π

 

因 21
1
x+
为单调减函数，于是 

2
14

)1arctan(

22
1

2 <
−+

<
++ x

x

xx

π

。 

（方法 2）令 

xxxxxxxf −++−+++= )22(
4

)1arctan()22()( 22 π
 

0)0( =f , 

)22(
4

)1arctan()22()( +−++=′ xxxxf π
， 

0]
4

)1)[arctan(22( >−++=
πxx  
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于是当 时 ，即原左侧不等式成立。 0>x 0>)(xf

令 0)0(,
24

)1arctan()( =−−+= ϕπϕ xxx ， 

0)(,0
2
1

)1(1
1)( 2 <⇒<−
++

=′ x
x

x ϕϕ ，即原右侧不等式成立。 

例 4．7 设 ，在 内可导，且]1,0[)( Cxf ∈ )1,0( 0)1()0( == ff ，证明存在 )1,0(∈ξ 使

0)(')(2 =+ ξξξ ff 。   

【证】构造 ，容易验证 )()( 2 xfxxF =

]1,0[)( CxF ∈ 且在 内可导，且)1,0( 0)1()0( == FF ，对 应用罗尔定理得： )(xF

存在 0)(')1,0( =∈ ξξ F使 ，即 ，两边同除0)(')(2 2 =+ ξξξξ ff 0≠ξ ，于是原题得证。 

4．4 用导数研究函数性态（极值 凸性与拐点 最值 不等式等） 

4．4．1 引言 

用导数研究函数性态是一类重要问题，属于导数应用范围。这类问题的理论基础是若

干微分学基本定理，并且还会涉及到导数定义与几何意义，以及连续函数的性质等内容。

而这类问题涉及的范围是：函数及其导数(甚至二阶导数)的零点问题，增减性问题，极值

与最大最小值问题，曲线的凹凸性问题与渐近线问题，以及某些不等式的证明问题。 

4．4．2 函数的局部极值问题 

 定义 4.1  若在 的某邻域内，恒有0x )()( 0xfxf ≤  或 ， ))()( 0xfxf ≥

则称 为函数 的一个极大(小)值。 )( 0xf )(xf

 极大值、极小值统称为极值，使函数取极值的点 称为极值点。 0x

 一个可导函数在 处取得极值的必要条件是0xx = 0)( 0 =′ xf ，这正是费尔马定理。满

足 的点 称的为 的驻点。 0)( 0 =′ xf 0x )(xf

 从几何上看，曲线在极值点 处如果有切线，必是水平切线。 0x

三类判断极值点的充分条件： 
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定理 4.5 (第一类充分条件) 

设 在 某邻域内有定义，若在 处的增量)(xf 0x 0x )()()( 0xfxfxf −=∆ 在 两侧附近

不变号，则 必为 的极值点。并且

0x

0xx = )(xf 0)( ≥∆ xf 时， 为极小值点，而 时，

为极大值点。 

0x 0)( ≤∆ xf

0x

例 4.8  求 xxf −= 1)( 在 内的极值点。 ]1,1[−

【解】 ，由
⎩
⎨
⎧

≥−
<−

=
11
11

)(
xx
xx

xf 0)1( =f 得， 

1<x ： 01)1(1 <−=−−=∆ xfxf ， 

1>x ： 01)1(1 <−=−−=∆ xfxf ， 

在 两侧附近均有 ，等号仅在1=x 0≤∆f 1=x 处成立。 

定理 4.6  (第二类充分条件) 

 设 在 某去心邻域)(xf 0x ( ) ( )δδ +− 0000 ,, xxxx Υ 内可微，在 处连续，则当 在

两侧变号时， 为 的极值点，并且 

0x )(xf ′

0x 0x )(xf

 (1) 当 ( )xxx ,0 δ−∈ 时， ，而当0)( >′ xf ( )δ+∈ 00 , xxx 时， 0)( <′ xf ， 必

为极大值点。 

0xx =

 (2) 当 ( )xxx ,0 δ−∈ 时， 0)( <′ xf ，而当 ( )δ+∈ 00 , xxx 时， 0)( >′ xf ， 必

为极小值点。 

0xx =

例 4.10  设方程 ，讨论033 =+− Axx A取何值时 

 (1) 方程有一个实根； 

 (2) 方程有二个不同实根； 

 (3) 方程有三个不同实根。 

【解】设 ，则 为三次多项式，最多有三个实根。用导数讨论该函

数的增减区间与极值的分布情况。 

Axxxf +−= 3)( 3 )(xf
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    ， )1)(1(333)( 2 −+=−=′ xxxxf

 令 ，解得驻点0)( =′ xf 11 −=x ， 12 =x ，并且 

)1,( −−∞∈x 时， 0)( >′ xf ， 单调增加； )(xf

)1,1(−∈x 时， ， 单调减少； 0)( <′ xf )(xf

),1( +∞∈x 时， ， 单调增加。 0)( >′ xf )(xf

 于是可知 11 −=x 为 的极大值点，而)(xf 12 =x 为 的极小值点。 的极大极

小值分别为： 

)(xf )(xf

 (1) ，2)1( +=− Af 2)1( −= Af ， 

最大最小值均大于零(或小于零)时， )(xfy = 在 ),1( +∞− 内无零点，又 ，

即 可在 内可取得负值，由连续函数的零点定理，可知 仅在 内

有一个零点。 

−∞=
−∞→

)(lim xf
x

)(xf )1,( −−∞ )(xf )1,( −−∞

0)2)(2()1()1( >−+=⋅− AAff  

由此可得 A应满足 ，即042 >−A 2>A  

 (2) 显然，当 的最大最小值有一个为零时，即 时， )(xf 04)1()1( 2 =−=⋅− Aff

)(xf 恰有两个零点，此时 2=A 。 

 (3) 当 与 取得异号时，注意到)1(−f )1(f +∞=
+∞→

)(lim xf
x

，于是 恰有三个零点，

分别位于

)(xf

)1,1(),1,( −−−∞ 与 内，此时),1( +∞ 2<A 。 

 定理 4.7 (第三类充分条件)  如果 0)( 0 =′ xf ， 0)( 0 <′′ xf )0(> ，则 为极大

值(极小值)。 

)( 0xf

注：进一步的广义充分条件，在关于凹凸性一节后面给出。 

4．4．3 闭区间与开区间上的最大最值问题 

（1） 闭区间上的最大最值问题 
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 当 在 上连续时，必然在 上有最大最小值。而在 上有间断点或不

可导点时，求 在 上最大最小值时，应将驻点，不可导点及端点处的函数值逐一

进行比较，而后确定最大最小值。 

)(xf ],[ ba ],[ ba ],[ ba

)(xf ],[ ba

例 4.11 求 在155 345 ++−= xxxy ]2,1[− 上的最大最小值。 

【解】先求驻点， 

)3)(1(515205 2234 −−=+−=′ xxxxxxy  

令 ，解得驻点 ， ，0=′y 01 =x 12 =x 33 =x ，且 ， 不在

上。 ， ， 

xxxy 306020 23 +−=′′ 3x ]2,1[−

0)0( =′′y 010)1( <−=′′y

1)0( =y ， 2)1( =y ， 10)1( −=−y ， 7)2( −=y ， 

因此 在 上的最小值为)(xfy = ]2,1[− 10)1( −=−y ，最大值为 2)1( =y 。 

例 4.12  设 ，证明不等式 。 ex 31 ≤≤ 1lnln)3(ln1 222 ≤−≤− xx

【证】对这一不等式，只须令 

xxxf 2lnln2)( −= ，求 在 上的最大最小值。先求驻点。 )(xf ]3,1[ e

    x
xx

xf ln22)( −=′  

令 ，解出驻点  0)( =′ xf ]3,1[0 eex ∈=

 112)()( 0 =−== efxf ， 0)1( =f ， 

  
2)3(ln)3ln(2)3( eeef −= 2)3(ln1)3ln1)(3ln( −=−= e

所以  ， ，这说明要证的不等式成立。 1max
]3,1[
=

∈ ex
f 2

]3,1[
)3(ln1min −=

∈ ex
f

（2） 函数开区间 内的最大最小值（或上界下界）问题 ),( ba

 在开区间内不等式的证明，常涉及到开区间 内连续的函数的最大最小值或上下界

问题。首先，在开区间 内连续的函数未必有最大值或最小值。因此，考察开区间

),( ba

),( ba ),( ba

刘坤林 谭泽光 编  水木艾迪考研培训网              www.tsinghuatutor.com         电话 62796032 
 

11



2007 水木艾迪考研辅导基础班                      清华东门外创业大厦 1006     电话：62781785 

内函数的最大最小值问题要比必区间上的情况来得复杂。 

一般情况下，可采用必要的手段考察 在 内的上界与下界问题，具体方法是：

首先求出 内的驻点与不可导点，确定 内的极值点，其次应进一步考查 在

内子区间上的增减性，以及两个单侧极限

)(xf ),( ba

),( ba ),( ba )(xf

),( ba Axf
ax

=
+→

)(lim 与 ，最后确定

函数的最大最小值，或上界与下界。这类问题一般是在区间内部取得最大最小值。 

Bxf
bx

=
−→

)(lim

例 4.13  证明对任意 ，成立不等式  )2,0(∈x 32ln4 2 −+≥ xxxx

【证】令 ， 32ln4)( 2 +−−= xxxxxf

考虑 在(0,2)内的正负号与极值问题。先求驻点。)(xf 22ln44)( −−+=′ xxxf  

 令 ，解出驻点0)( =′ xf )2,0(10 ∈=x ，进一步考查两个单侧极限的情况。 

  03)(lim
0

>=
+→

xf
x

， 052ln8)(lim
2

>−=
−→

xf
x

 

又 24)( −=′′
x

xf ， ，因此02)( 0 >=′′ xf )(min0)1(
)2,0(

xff
x∈

== 。 

这意味着 ，即原不等式成立。 0)( ≥xf

例 4.14  求 xxxf ln)( = 在 ( 内的最大最小值。 )+∞,0

【解】 

)ln2(
2

1ln
2

1)( x
x

x
xx

xxf +=+=′  

令 ，解得驻点 。 0)( =′ xf ),0(2
0 +∞∈= −ex

当 时， ， 单调减； ),0( 2−∈ ex 0)( <′ xf )(xf

当 时， ， 单调增； ),( 2 +∞∈ −ex 0)( >′ xf )(xf

于是 为 的极小值点，另外，由 2
0

−= ex )(xf

  0lnlim
0

=
+→

xx
x

及 +∞=
+∞→

xx
x

lnlim  
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可以断定 在 内的最小值为 ，无最大值。 )(xf ),0( +∞ 12 )( −− −= eef

注：对实际应用问题，若实际问题背景有最大(小)值，且函数在其定义域内有唯一驻点，

则该驻点即为最大(小)值点。 

4．4．4  曲线的凹凸与拐点 

 定义 4.2   若曲线段位于其上各点的切线上(下)方，则说此曲线段是凹(凸)的。画图

体会！ 

 对可导函数，从图形上看，随着 的增大，凹曲线x )(xfy = 的切线斜率是单调增的，

即 单调上升；而凸曲线切线斜率单调减小，即)(xf ′ )(xf ′ 单调下降，这是判断凹凸区间的

重要方法。而当 )(xf ′′ 存在时，可以利用 的二阶导数正负号判定曲线段的凹凸性。 )(xf

 定理 4.8  在区间 I 上，若 )0(0)( <>′′ xf ，则曲线 )(xfy = 是凹(凸)的。 

 在连续曲线上，凹凸部分的分界点称为曲线的拐点。 

 若 具有二阶导数，则点)(xfy = ( ))(, 00 xfx 为拐点的必要条件是 。当然拐

点也可能出现在二阶导数不存在的点处。 

0)( 0 =′′ xf

 应该指出，当函数 在 的某邻域内具有足够阶数的导数时， 的拐点问题即

为 的极值点问题。因此，拐点的判别法可参照极值点的判别方法。可归纳如下： 

)(xf 0x )(xf

)(xf ′

 (1) 若 在 两侧改变增减性，则)(xf ′ 0x ( ))(, 00 xfx 必为曲线 )(xfy = 的拐点。 

 (2) 若 在 两侧变号，则)(xf ′′ 0x ( ))(, 00 xfx 必为曲线 )(xfy = 的拐点。 

 (3) 当 0)( =′′ xf ，而 0)( 0 ≠′′′ xf 时， ( ))(, 00 xfx 必为曲线 )(xfy = 的拐点。 

 对极值点与拐点，更一般性的结论是如下定理。 

 定理 4.9  若 )(xfy = 在 某领域内有 阶导数，且 0x n

0)()()( 0
)1(

00 ===′′=′ − xfxfxf nΛ ，但 ，则 0)( 0
)( ≠xf n

 (1) 当 时， 为 的极值点，且 时， 为极小值点， kn 2= 0x )(xf 0)( 0
)2( >xf k

0x
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0)( 0
)2( <xf k 时， 为极大值点0x ),2,1( Λ=k 。 

 (2) 当 12 −= kn 时， ( )为曲线)(, 00 xfx )(xfy = 的拐点。 

例 4.15 判断 是否为 的极值点？ 0=x xeexf xx cos2)( ++= −

【解】 ，xeexf xx sin2)( −−=′ − 0)0( =′f   

   ，xeexf xx cos2)( −+=′′ − 0)0( =′′f  

xeexf xx sin2)( +−=′′′ −
， 0)0( =′′′f  

xeexf xx cos2)()4( ++= −
， 

04)0()4( >=f  

由定理 4.9， 为 的极小值点。 0=x )(xf

例 4.16  设 ，则（C）。 
5)( xxf =

(A) 为 的极大值点。(B) 0=x )(xf 0=x 为 的极小值点。 )(xf

(C) 为曲线 的拐点。 (D) (A)(B)(C)均不确定。 ))0(,0( f )(xfy =

【解】 ，但 ，于是只有(C)正确。 0)0()0()0()0( )4( ==′′′=′′=′ ffff 05)0()5( ≠=f

例 4.17  设 在 某邻域内有二阶连续导数，且)(xf 0=x 0)0( =′f ， 

  1
cos1

)(lim
0

=
−
′′

→ x
xf

x
，则（B）。 

 (A) 是 的极大值    (B) 是 的极小值 )0(f )(xf )0(f )(xf

 (C) 是曲线 的拐点  ))0(,0( f )(xfy =

(D) 不是 的极值点， 也不是曲线0=x )(xf ))0(,0( f )(xfy = 的拐点。 

【解】由 1
cos1

)(lim
0

=
−
′′

→ x
xf

x
，则可知 0)0( =′′f ，但不足以说明 为拐点。 ))0(,0( f

根据极限的保序性知道，在 的某邻域内，必有0x 0)( >′′ xf ，即知 在该邻域内为)(xf ′
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单调增加，又因为 ，于是知道0)0( =f )(xf ′ 在 0=x 两侧变号，即 改变增减性，且

当 通过 而变大时， 由递减变为递增，于是可以断定

)(xf

x 0x )(xf 0=x 为 的极小值点。

即只有选项(B)正确。 

)(xf

例 4.18 证明不等式  ).1,1(1)1( −>>+≥+ xxx λλλ

【证】 移项造辅助函数 ， xxxf λλ −−+= 1)1()(

问题变为证明   由于 .0)( ≥xf

]1)1[()1()( 11 −+=−+=′ −− λλ λλλ xxxf ， 

令 ，得到 的唯一驻点0)( =′ xf )(xf 0=x 。 

当 时，0<x 0)( <′ xf ；当 时，0>x 0)( >′ xf ，所以 0)0( =f 是 的极小值，也是

最小值。故 ，即有 。 

)(xf

0)0()( =≥ fxf xx λλ +≥+ 1)1(

例 4.19  设 ，证明  ba <<0
ba
ab

a
b

+
−

>
)(2ln . 

【证】 要证 

a
b

a
b

a
b

+

−
>

1

)1(2
ln ，或    )1(2ln)1( −>+

a
b

a
b

a
b

。移项造辅助函数，令 

)1(2ln)1()(, ttttf
a
bt −−+== ， 则有 0)1(,1 => ft （初值），  

)1(2ln1)( −−+
+

=′ tt
t

ttf ， ,0)1( =′f （初值） 

0)11(1)( >−=′′
tt

tf  

0)(,0)( >⇒>′⇒ tftf 。 

例 4.20 设 在 上有二阶导数, 且)(xf ],[ ba )()( bfaf = , 证明至少存在一点 ),( ba∈ξ 使 

ξ
ξξ

−
′

=′′
b
ff )(2)( .  

【证】 由 Rolle 定理， ，使),(0 bax ∈∃ 0)( 0 =′ xf ，观察要证的等式含有 
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))(()(2 ξξξ −′′=′ bff ，采用移项造辅助函数的方法，取 

  ，)()()( 2 xfxbxF ′−= 0)()( 0 == xFbF ，再次由 Rolle 定理， 

),( 0 bx∈∃ξ ，使 0)( =′ ξF ， 

)()()()(2)( 2 xfxbxfxbxF ′′−+′−−=′ ， 

令 ξ=x ，则有  )()(2 ξξ fb ′−   )()( 2 ξξ fb ′′−=

其中 ),( 0 bx∈ξ ， b≠ξ ，因此 )(2))(( ξξξ fbf ′=−′′ ， 

即有    
ξ
ξξ

−
′

=′′
b
ff )(2)( ， ),( ba∈ξ 。 

例 4.21 设 为 上二阶可导函数，且)(xf ],[ ba 0)(),()( ≠′′= xfbfaf ，则下列命题中错误

的是（ D ）。 

（A） 均有),( bax∈∀ 0)()( ≠− bfxf   （B） 在 内不改变凹凸性。 )(xf ),( ba

（C）至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使得 0)( =′ ξf  （D）至少在一点 ),,( ba∈ξ 使得 0)( =ξf 。 

【解】首先，(A)与(C)是对的，因为若有 ),(0 bax ∈ 使得 0)()( 0 =− bfxf ，即 在三

个点上有相同函数值，则由 Rolle 定理可得知

)(xf

)(xf ′ 有两个零点，进而 在 内有

一个零点，这与

)(xf ′′ ),( ba

0)( ≠′′ xf 矛盾。 

又因为 ，由导数零点定理知道0)(),()( ≠′′= xfbfaf )(xf ′′ 在 内不变号，因此

(B)正确。应选（ D ）。 

),( ba

例 4.22 设任意常数 ，函数0>k k
e
xxxf +−= ln)( 在定义域内的零点个数为（ C ）。 

(A) 0    (B) 1     (C) 2    (D) 3 

【解】
ex

xf 11)( −=′ ，有唯一驻点 ex =0 ， 

又 ，且−∞=+∞>=−∞=+ )(,0)(,)0( fkeff ),0( ex∈ 时 ，

恰有一个零点 ， 

↑⇒>′ )(,0)( xfxf )(xf

),0(1 ex ∈
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),( ∞+∈ ex 时 ， 恰有一个零点↓⇒<′ )(,0)( xfxf )(xf ),(2 ∞+∈ ex ，因此答案为（C）。 

例 4.23 设 在)(xf ),( ∞+−∞ 内可导，且 2)(lim =′
∞→

xf
x

，已知极限等式  

[ ])()1(limlim xfxf
cx
cx

x

x

x
−+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→∞→
，求常数 。 c

【解】

x

x cx
cx
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→
lim ccx

cx
c
cx

x
e

cx
c 2

2
221lim =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

−
⋅

−

∞→
， 

    由 Lagrange 中值定理， [ ] 21)(lim)()1(lim =⋅′=−+
∞→∞→

ξfxfxf
xx

， 

其中 )1,( +∈ xxξ ，由已知等式则有 ，解出22 =ce
2
2ln

=c . 

4．4．5  渐近线 

应掌握以下三类渐近线： 

(1) 若存在 ，使得 或C Cxf
x

=
+∞→

)(lim Cxf
x

=
−∞→

)(lim ，则 Cy = 为 )(xfy = 的水平渐近线。 

(2) 若存在 使 或0x ∞=
+→

)(lim
0

xf
xx

∞=
−→

)(lim
0

xf
xx

，则 0xx = 为 )(xfy = 的垂直渐近线。 

例如，曲线
1

sin
−

=
x

xy 的渐近线，因为 0
1

sinlim =
−∞→ x

x
x

， 所以 为曲线的水平

渐近线。又因为 

0=y

∞=
−→ 1

sinlim
1 x

x
x

，所以 1=x 为曲线的铅直渐近线。 

（3）斜渐进线 若存在直线 baxy += ，使得 0))((lim =−−
±∞→

baxxf
x

则 为

的斜渐进线。实用性的方法：考察是否存在极限

baxy +=

)(xfy = a
x
xf

x
=

±∞→

)(lim  与极限 

baxxf
x

=−
±∞→

))((lim 。 

注：只有 a
x
xf

x
=

±∞→

)(lim 的存在不足以保证斜渐进线的存在，反例： ， xxy sin+=

a
x
xf

x
==

∞→
1)(lim 存在，但 =−

±∞→
))((lim axxf

x
x

x
sinlim

∞→
不存在。 

（b不存在），因而没有斜渐进线。 

例 4.24  求函数
1

)1)(13()(
2

−
−+

=
x

exxf
x

 的渐近线。 

【解】（1）  
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−∞=
−

−+
=

−− →→ 1
)1)(13(lim)(lim

2

11 x
exxf

x

xx
， 

+∞=
−

−+
=

++ →→ 1
)1)(13(lim)(lim

2

11 x
exxf

x

xx
 . 

故有垂直渐近线：  1=x

（2） 

+∞=
−

−+
=

−∞→−∞→ 1
)1)(13(lim)(lim

2

x
exxf

x

xx
，     

+∞=
−

−+
=

+∞→+∞→ 1
)1)(13(lim)(lim

2

x
exxf

x

xx
，所以，无水平渐近线。 

（3） 

+∞=
−

−+
=

+∞→+∞→ )1(
)1)(13(lim)(lim

2

xx
ex

x
xf x

xx
， 

所以，当 +∞→x 时，没有斜渐近线。 

a
xx

ex
x
xf x

xx
=−=

−
−+

=
−∞→−∞→

3
)1(

)1)(13(lim)(lim
2

 

])([lim kxxfb
x

−=
−∞→

      ]3
1

)1)(13([lim
2

x
x

ex x

x
+

−
−+

=
−∞→

 

1
)1(3)1)(13(lim

2

−
−+−+

=
−∞→ x

xxex x

x
3

1
13)13(lim

2

−=
−

−−+
=

−∞→ x
xex x

x
 

所以，当 时，有斜渐近线：−∞→x )1(3 +−= xy  

注：对渐近线问题，应从两个单边极限分别进行考察。 

4．6 综合例题 

例 4.25 方程 在xe x =− −21 ),0( ∞+ 内实根的个数为（   ）。 

(A)0.     (B)1.     (C)2.      (D)3. 

【解】令 ，xexf x −−= −21)( 0)0( =f ，由 
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012)( 2 =−=′ − xexf ，求得驻点
2
2ln

0 =x ， 

04)( 2 <−=′′ − xexf ，故 是唯一驻点，且有最大值为 0x

0)2ln1(
2
1

2
2ln1)

2
2ln( 2ln >−=−−= −ef 。 

又因为 −∞=
+∞→

)(lim xf
x

 ，由极限的保序性，存在 ),
2
1(1 ∞+∈x ,使得 ，因此存

在

0)( 1 <xf

),
2
2ln( 12 xx ∈ , 使得 。  0)( 2 =xf

当 )
2
2ln,0(∈x 时 0)( >′ xf ， 单调增加，)(xf 0)0()( => fxf ，无零点。 

当 ),
2
2ln( ∞+∈x 时 ， 单调减少，最多有一个零点。 0)( <′ xf )(xf

于是 是 在2x )(xf ),
2
2ln( ∞+ 内的唯一零点。答案：B。 

综合上述分析，于是 是 在2x )(xf ),0( ∞+ 内的唯一实根。 

以上第三个等号用到了 的连续性，而本题未给出)(xf ′ )(xf ′ 的连续性条件，极限无法

计算出结果。这是运用洛必达法则时的常见错误。 

例 4.26 设 在 二阶可导，对一切)(xf ),0[ ∞+ ),0( ∞+∈x  有 0)( ≠′′ xf ，证明在

内曲线  上一点 处的切线与该曲线除切点外无交点。 

),0( ∞+

)(xfy = ))(,( 00 xfx

【证】（方法 1）设切线方程为 ))(()()( 000 xxxfxfxy −′+= ， 

并取辅助函数 )()()( xyxfxF −= ))(()()( 000 xxxfxfxf −′−−=  

则只须证明 在 内除切点 外无零点。 )(xF ),0( ∞+ ))(,( 00 xfx

或证明 在)(xF ),0( ∞+ 内不变号。 

),()()( 0xfxfxF ′−′=′ 0)( 0 =′ xF ， 

0)()( ≠′′=′′ xfxF ，不妨假设 0)( >′′ xF ， 0)( 0 >′′ xF ，于是 0)( 0 =xF 为 的极小

值，又因为：

)(xF

00 xx << 时， 
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0)()(0)( >↓⇒⇒<′ xFxFxF ， 

0xx > 时， ， 0)()(0)( >↑⇒⇒>′ xFxFxF

即 为 在 内的最小值， 0)( 0 =xF )(xF ),0( ∞+

所以 。证毕。 )(0)( 0xxxF ≠>

（方法 2）反证法。 

  假设  在 处的切线与该曲线除切点外, )(xfy = ))(,( 00 xfx

还有一个交点 ，不妨设  ，在 上用 Lagrange 01 xx ≠ 01 xx > ],[ 10 xx

中值定理， ),( 10 xx∈∃ξ ，使得   

 
01

01 )()()(
xx

xfxff
−
−

=′ ξ ， 

注意到  都在切线上，因此应有 ))(,()),(,( 0011 xfxxfx

)(
)()(

)( 0
01

01 xfk
xx

xfxf
f ′==

−
−

=′
切ξ ， 

由 Rolle 定理, 必存在 ),( 01 ξξ x∈∃ ，使得 

0)( 1 =′′ ξf ，这与 矛盾。证毕。 0)( ≠′′ xf

例 4.27 设 是)(xf )1,1(− 内的连续奇函数，且 a
x
xf

x
=

+→

)(lim
0

，则 在 处的导数 )(xf 0=x

为 （ A ）。  

(A)a     (B) a−      (C)      (D)不存在 0
【解】 

a
x
xf

x
xf

x
xf

xxx
==

−
−

=
+−− →→→

)(lim)(lim)(lim
000

，故 在)(xf 0=x 处的导数为 。 a

例 4.28 证明方程 至多有两个不同实根． 0122 2 =−++ xxx

【证】假设 有三个或三个以上不同的实数根。 0122 2 =−++ xxx

设 ，则 三个或三个以上不同的零点。 122)( 2 −++= xxxf x )(xf
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于是， 至少有一个零点。 4)2(ln2)(" 2 += xxf

而 恒大于零，故原方程至多有两个不同的实数根。 4)2(ln2)(" 2 += xxf

例 4.29 设 满足 ,则（   ）。     答案: C )(xf [ ] xxfxf sin2)()( 2 =′+′′

(A) 若 ，则 必为0)0( ≠′′f 0=x )(xfy = 的极值点。  

(B) 若 ，则 必为0)0( =′f 0=x )(xfy = 的极值点。 

(C) 若 ，则 必为曲线0)0( =′f ))0(,0( f )(xfy = 的拐点。 

(D) 若 ，则 必为曲线0)0( ≠′′f ))0(,0( f )(xfy = 的拐点。  

【解】 若 ，由0)0( =′f [ ] xxfxf sin2)()( 2 =′+′′ ，则 0)0( =′′f ， 

[ ] )()(2cos2)( xfxfxxf ′′⋅′−=′′′ ， 02)0( >=′′′f ， 

因此，点 必为 的拐点。(B)不对，应选(C)。 ))0(,0( f )(xfy =

若 ，则 ,于是(A)与(D)均不对。 0)0( ≠′′f 0)0( ≠′f
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