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强化部分 

第六课  微积分 

第 6章   三重积分，曲线积分与面面积分 

(一) 三重积分  

(1) 概念： 

z 定义与符号：积分和式的极限,  

       设 , =RRDf →⊂ 3: ∑
=

→
∆=

n

i
ii vPfI

10
)(lim

λ
( )∫∫∫

Ω

dvzyxf ,,  

z 性质：被积函数有界性；可积性；对区域的可加性；运算的单调性；估值与中值定理

等。  

(2) 计算： 

z 在直角坐标系下的计算 

   ( )∫∫∫
Ω

dvzyxf ,,

=  ( )
( )

( )

∫∫∫
yxz

yxzD

dzzyxfdxdy
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,

,
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1
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=  ( )
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∫∫∫
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b

a xy

dxdyzyxfdz ,,

z 在柱坐标系下的计算: 

 , 
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⎨
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上的投影在 ϕρϕρ ρϕ
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∫∫∫
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(
ϕθθ

z 在球坐标系下的计算      

⎪
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⎪
⎨
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=
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⎨

⎧
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≥
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ρ

20
0

0

( )( ) )θϕθ

ddrdr
drrddrdv
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2=

= ( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤

≤≤
Ω

ϕθϕθ
θϕϕθϕ

θθθ

,,
:

21

21

21

rrr
   

=   ( )∫∫∫
Ω

dvzyxf ,, ( )∫∫∫
Ω ϕθ

ϕθθθϕθϕθ
r

ddrdrrcoxrrf sin,sinsin,cossin 2

(3) 方法、技巧： 

坐标系(直角、柱、球坐标系)的选择； 

积分次序(先定后重、先重后定)的确定； 

域和函数的对称性的利用； 

对区域可加性的利用； 

几何、物理意义的利用：体积、质量、形心、引力等。 

(4) 三重积分典型例题                             

1. (88)求由曲面 在点1: 22
1 ++= yxzS ( )3,1,10 −M 的切平面,与 , 所围

图形体积(

22
2 : yxzS +=

2
π
)。   

2. (89)求 ,( )∫∫∫
Ω

+= dvzxI 2222 1 yxzyxz −−=+=Ω 和由曲面 所围图形的区

域.(
8
π
) 

3. (97)空间区域 为平面 与由曲线  绕 轴旋转一周而成的曲面所围成，

求 . (

Ω 8=z
⎩
⎨
⎧

=
=
0

22

x
zy

z

( )∫∫∫ += dvyxI 22 π
3

1024
) 

4.(00)设有一半径为R的球体， 是该球表面上的一个定点，球面上任一点的密度与该点

到 距离的平方成正比(比例常数 ), 求球体的重心位置。(

0P

0P 0>k ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,0,

4
R

) 

5．计算  ∫∫∫
Ω

++ dxdydz
z

yx )1(
8
5
π

， 其中    。 

⎪
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⎪
⎨

⎧

≥
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≤++

Ω
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1
2
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z
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6.（03_1）设函数 f(x)连续且恒大于零， 

   

∫∫

∫∫∫
+

++

= Ω

)(

22

)(

222

)(

)(
)(

tD

t

dyxf

dvzyxf
tF

σ
，

∫

∫∫

−

+

= t
tD

dxxf

dyxf
tG

1

2

)(

22

)(

)(
)(

σ
， 

其中 }),,{()( 2222 tzyxzyxt ≤++=Ω ， }.),{()( 222 tyxyxtD ≤+=  

(1) 讨论 F(t)在区间 内的单调性. ),0( +∞

(2) 证明当 t>0 时， ).(2)( tGtF
π

>  

 (二) 曲线积分 

(1) 向量函数与有向曲线: 

平面向量函数: ( ) ( ) ( ) jyxYiyxXyxF
rrr

,,, += , 

空间向量函数:   ( ) ( ) ( ) ( )kzyxZjzyxYizyxXzyxF
rrrr

,,,,,,,, ++=  

   有向曲线:  表示：参数式
( )
( ) βα ≤≤

⎩
⎨
⎧

=
=

t
tyy
txx

,
( )
( )
( )

βα ≤≤
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

t
tzz
tyy
txx

, , 

   切向量： ( ) ( jtyitx
rrr ′+′=τ ) ; ( ) ( ) ( )ktzjtyitx

rrrr ′+′+′=τ ,   

   弧微分: ( ) ( )22 dydxlddl +==
r

; ( ) ( ) ( )222 dzdydxlddl ++==
r

 

   弧微分向量： ( ) ( )( )dtjtyitxjdyidxdlld
rrrrrr

′+′=+== 0τ  

( ) ( ) ( )( )dtktzjtyitxkdzjdyidxdlld
rrrrrrrr

′+′+′=++== 0τ ;  

    方向: 按自变量或参数的增加方向的切向量确定，即  为正方向 0≥dt

(2) 两种类型的积分及计算 

z 仍是积分和式的极限，按积分元的性质不同分成二类积分： 

z 对弧长、面积的第一型积分:  ( ) ( )∫∫
LL

dlzyxfdlyxf ,,,,,  

z 对坐标的第二型积分:  ( ) ( )∫∫ ⋅⋅
LL

ldzyxFldyxF
rrrr

,,,, ； 

z 用参数表示化成定积分。 

z 注意三变换。 

(3) Green 公式： ∫ ∫∫ ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

=∂
∂

∂
∂

=+
L D D

dxdy
x
X

x
Ydxdy

YX
xxYdyXdx  
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  注意使用公式的条件。 

(4) 平面曲线积分与路径无关的条件： 

z 在 连续的条件下， ),(),,( yxYyxX

线积分与路径无关  封路径积分为零 ⇔ ⇔  存在单值的原函数; 

z 在 在单连通域偏导连续的条件下， ),(),,( yxYyxX

线积分与路径无关⇔满足可积性条件 

(5)  方法、技巧： 

z 灵活利用三个公式； 

z 域和函数的对称性的利用要小心； 

z 对区域可加性的利用； 

 (6)曲线积分典型例题 

1, (89)平面曲线 为下半园周L 21 xy −−= , 则 ( )∫ +=
L

dlyxI 22
= ( π  ).  

2, (98)设 为椭圆C 1
34

22

=+
yx

，其周长为 ，则a ( )∫ ++=
C

dlyxxyI 22 432 = ( ). a12

3, (87) 为 正向, 则 L 922 =+ yx ( ) ( )∫ −+−=
L

dyxxdxyxyI 422 2
= ( π18−  )   

4, (88)C 为 正向, 求( )22222 abyaxb =+ ( ) ( )∫ +−−=
C

dyxxdxxyI 112 . ( 0 ) 

5, (99)求 ( )( ) ( )∫ −++−=
L

xx dyxayedxyxbyeI cossin ,其中， 为正常数, ba,

L：沿 22 xaxy −= 从 到( )0,2aA ( )0,0O 的曲线。( ( ) baaab 2
2

2
2

+−
π

) 

6, (89) 与路径无关，其中( )∫ +=
L

dyxydxxyI ϕ2 ( ) 00,1 =∈ ϕϕ C ,   

求 . (( )
( )

( )

∫ +
1,1

0,0

2 dyxydxxy ϕ
2
1
) 

7. (02_1)设 ( )( ) ( )( )∫ −++=
L

dyxyfy
y
xdxxyfy

y
I 111 2

2
2

, 函数 是上

半平面内有向逐段光滑的曲线，起于

( )+∞∞−∈ ,1Cf L

( )ba, 点，上于 点. dc,

(1) 证明曲线积分 I 与路径 无关; L

(2) 当 时，求cdab = I 的值。( 
b
a

d
c
− , ) 
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8. (00)计算 ∫ +
−

C yx
ydxxdy

224
, 其中 是以C ( )0,1 为中心半径 1>R 的正向园周. (π) 

9. 若函数 在),( yxf 2R 上偏导数连续，且只有惟一零点 ; 又对任何包含 的

光滑正向闭曲线C , 曲线积分

)0,0(O )0,0(O

α=−
∫
C yxf

ydxxdy
),(

, α 为常数. 

(1) 证明: 对任何不包含 的光滑闭曲线C , 曲线积分)0,0(O 0
),(

=
−

∫
C yxf

ydxxdy
 

(2) 若 )()(),( yxyxf ψϕ += , 试求 ?)( =xϕ ?)( =xψ  

10. (05_1) 设函数 )(yϕ 具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简单闭曲线 上，曲

线积分

L

∫ +
+

L yx
xydydxy
422

2)(ϕ
的值恒为同一常数。 

(I) 证明：对右半平面 内的任意分段光滑简单闭曲线C，有0>x 0
2

2)(
42 =

+
+

∫C yx
xydydxyϕ

； 

(II) 求函数 )(yϕ 的表达式。 

11, (92) 在力 kxyjzxiyzF
rrrr

++= 作用下，质点由原点沿直线运动到椭球面

12

2

2

2

2

2

=++
c
y

b
y

a
x

上第一卦象的点 ( )ςηξ ,,M ，问 M 坐标取何值时作功最大。     

( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cbaM

3
3,

3
3,

3
3

) 

12（04_1）设 为正向圆周 在第一象限中的部分，则曲线积分 的

值为 

L 222 =+ yx ∫ −
L

ydxxdy 2

π
2
3
 . 

13.（03_1）已知平面区域 }0,0),{( ππ ≤≤≤≤= yxyxD ，L为 D 的正向边界. 试证： 

(1) dxyedyxedxyedyxe x

L

yx

L

y sinsinsinsin −=− ∫∫ −−
; 

(2) .2 2sinsin π≥− −∫ dxyedyxe x

L

y
 

14. 已知函数 具有二阶连续偏导数，且关于变量),( yxf x和 的周期均为 1，即对任意的

点 ，都有

y

),( yx ),(),1( yxfyxf =+ 和 ),()1,( yxfyxf =+ 。若 满足 ),( yxf
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0),(),(
1

1

1

1

≥∆∫ ∫
− −

dyyxfyxfdx ，试证 是常函数。 ),( yxf

15. 在),( yxf 2R 偏导连续，又满足条件: 
y
f

x
f

∂
∂

=
∂
∂

, 及 ( ) 00,, >∈∀ xfRx , 

证明： . ( ) ( ) 0,,, 2 >∈∀ yxfRyx

18．设 是正值连续函数， 为圆心在原点的单位圆，)(xf D D∂ 为 的正向边界， D

证明：（1） =−∫
∂D

dx
xf

ydyyxf
)(

)( ∫
∂

+−
D

dy
yf

xdxxyf
)(

)( ； 

（2） π2≥−∫
∂D

dx
xf

ydyyxf
)(

)( 。 

16．设 },),({ 02222 >≤+∈= ttyxRyxD , 在 上连续，在 内可微，),( yxf D D 1)0,0( =f ，

的正向边界为C。 D

若 在 上满足方程  ),( yxf D ),,( yxkf
y

f
x

f
=

∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

试对曲线 的外法矢量C 0nv ， 

求极限   dl
n
f

t Ct ∫ ∂
∂

→
0

20

1lim 。  

(三) 曲面积分 

(1) 空间有向曲面: 三种表示： 

显示 ; 曲面的法向量： ( ) ( ) Dyxyxfz ∈= ,,, kj
y
fi

x
fn

rrrr
−

∂
∂

+
∂
∂

=  

隐式: ,      曲面的法向量：( ) 0,, =zyxF k
z
Fj

y
Fi

x
Fn

rrrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

参数式 , 例如, 球面 , 其中 , 

( )
(
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

vuzz
vuyy
vuxx

,
,
,
)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θ
ϕθ
ϕθ

cos
sinsin
cossin

Rz
Ry
Rx

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

πϕ
πθ
20

0

       球面的单位法向量: 
r
r

r
kzjyixn

rrrr
r

=
++

=0
 

  曲面方向：曲面法向的指定一侧，这一侧向, 对非封闭面按文字说明;  

            对封闭面通常以外侧为正向。 
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  面微分向量： kdSjdSidS
n

ndSndSSd
rrr

r

r
rr

γβα coscoscos0 ++===  

                 = kdydxjdxdzidzdy
rrr

++ ,  

        坐标的即 z
n
nndydxdS r

r
r

0cos,
cos

1
== γ

γ
 

(2) 两种类型的积分及计算 

z 仍是积分和式的极限，按积分元的性质不同分成二类积分： 

z 对面积的第一型积分: ( )∫∫
S

dSzyxf ,,  

z 对坐标的第二型积分:  ( )∫∫ ⋅
S

SdzyxF
rr

,, ； 

z 用参数表示化成二重积分。 

z 注意三变换。 

(3) 基本公式： Gauss, Stokes 公式 

∫∫∫∫∫∫∫
Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++=⋅ dv
z
Z

y
Y

x
XZdxdyYdzdxXdydzSdF

SS

rr
 

= ( )∫∫∫
Ω

⋅∇ dvF
r

=  ∫∫∫
Ω

dvFdiv
r

( ) SdFSd

ZYX
zyx

kji

ldF
SSL

rrr

rrr

rr
⋅×∇=⋅

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=⋅ ∫∫∫∫∫ = ∫∫ ⋅
S

SdFrot
rr
. 

(4) 三度: ,( )zyxfw ,,= ( ) ( ) ( ) ( )kzyxZjzyxYizyxXzyxF
rrrr

,,,,,,,, ++=  

数量函数的梯度: ( ) ( ) k
z
fj

y
fi

x
fzyxfzyxfgrad

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇= ,,,,  

向量函数的散度: ( ) ( )
z
Z

y
Y

x
XzyxFzyxFdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇= ,,,,
rr

 

向量函数的旋度: ( ) ( )
ZYX
zyx

kji

zyxFzyxFrot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×∇=

rrr

rr
,,,,  

(5)  方法、技巧： 

z 灵活利用三个公式； 
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z 域和函数的对称性的利用要小心； 

z 对区域可加性的利用； 

(6) 曲面积分典型例题 

1, (87)设 是平面 被园柱面 截出的有限部分，则曲面积分

之值是 ( A ) 

S 4=++ zyx 122 =+ yx

∫∫
S

ydS

     (A) 0,    (B) 3
3
4

,   (C) π34 ,  (B) π  

2, (00)设 , 是 在第一卦象的部分，则(C) 
⎩
⎨
⎧

≥
=++

0
:

2222

z
azyx

S 1S S

 (A) ,       (B) ,  ∫∫∫∫ =
1

4
SS

xdSxdS ∫∫∫∫ =
1

4
SS

xdSydS

(C) ,         (D)   ∫∫∫∫ =
1

4
SS

xdSzdS ∫∫∫∫ =
1

4
SS

xyzdSxyzdS

3, (96) 是有向曲面 , 其法向量与正轴方面夹锐角，求曲面积分:  

    (

S )10(,22 ≤≤+= zyxz

( )∫∫ ++ zdxdydydzzx2
S 2

π
− ) 

4, (88)计算 ∫∫
++

++

S zyx
zdxdyydzdxxdydz
222

, 是球面 外侧面. ( 4 ) S 2222 azyx =++ 2aπ

5, (88)计算 ∫∫ ++ dxdyzdzdxydydzx 333

S

, 是球面 外侧面. (S 1222 =++ zyx π
5

12
) 

6, (93)计算 ∫∫ −+
S

dxdyzdzdxyzdydzxz 22 , 是锥面S 22 yxz +=  与 半球面

222 yxz −−= 所围曲面外侧. ( π
2
1
) 

7, (92)求 ( ) ( ) ( )∫∫ +++++=
S

dxdyayzdzdxaxydydzazxI 232323
,  

 是球面  上半球面上侧。  ( S 2222 azyx =++ 2

20
29 aπ ) 

8, (91) 计 算  ( )∫∫ ++−=
S

dxdyzdzdxyI 1 , 是 柱 面 , 被 平 面

截取部分的外侧。(

S 422 =+ yx

0,2 ==+ zzx π8− ) 

9, (90)计算 ,  外侧, 在 部分. (∫∫ +=
S

dxdydzdxyzI 2 S 4222 =++ zyx 0≥z π12 ) 

10, (98) 是椭球面S 1
22

2
22

=++ zyx
的上半部分, π 为 在点S P处之切平面， ( )zyx ,,ρ



2005 水木艾迪培训学校                         清华东门外创业大厦 1006      电话：62796032 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com         - 9 -    清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 

)为原点 到平面( 0,0,0O π 的距离，求计算 ( ) ?
,,

=∫∫
S

dS
zyx

z
ρ

 (
2

3π
) 

11, (98)计算 
( )

∫∫
++

++
=

S zyx

dxdyazdydzaxI
222

2

, 是下半球面S 222 yxaz −−−= 的上侧, 

其中 . (0>a 3

2
aπ

− ) 

12.  (95) 是锥面S 22 yxz += 在柱面 内的部分，其中 , 求: xyx 222 =+ 0>a

    (1)   ( ∫∫
S

zdS
9

232
);  (2) ( )∫∫ ++++

S

zdxdyydzdxxdydzzyx 222
. ( 0 ) 

13. (97)计算 ( ) ( ) ( )∫ −+−+−
C

dzyxdyzxdxyz , 其中 是平面C 2=+− zyx ,与柱面

交线，从 轴正方向看去，C为顺时针方向。(-122 =+ yx z π2 ) 

14, (01)计算 ( ) ( ) ( )∫ −+−+−
C

dzyxdyxzdxzy 222222 32 , 其中 是平面

与柱面

C 2=++ zyx

1=+ yx 的交线，从 轴正方向看去，C为逆时针方向。(-24) z

15, (01)设有一高度为 ( 为时间)的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程( )th t

( ) ( )
( )th

yxthz
222 +

−= , (设长度单位为厘米，时间单位为小时)， 已知体积减少的速率与

侧面积成正比(比例系数 0.9 ) 问高为 130 厘米的雪堆全部融化需多少小时?     

( ( ) ( ) 100,
12

13,
4

2
3 thSthV ππ

== 小时 ) 

16.（04_1）计算曲面积分   ,)1(322 233 dxdyzdzdxydydzxI ∫∫
∑

−++=

其中 是曲面 的上侧. ∑ )0(1 22 ≥−−= zyxz

17. 已知函数 具有 2阶连续导数，且对任意的光滑有向封闭曲面)(xf Σ，都有 

0])(2)([ =∧−∧−∧′∫∫
Σ

dydxzedxdzxyfdzdyxfe xx
。 

（1）证明对任意的 x都有 ； 
xexfxfxf =−′+′′ )(2)()(

（2）当
3
1)0(,0)0( =′= ff 时，求函数 的表达式。 )(xf

 

 


