
2005 水木艾迪培训学校     清华东门外创业大厦 1006        清华大学 理科楼 1101   电话：62781785  

微分学基本定理及应用 2  不定积分与原函数 

4．5 泰勒公式与洛必达法则 

4．5．1  引言 

在科学计算与理论研究中，常常遇到非线性函数 ，由非线性问题导致的

计算复杂性与理论上的困难往往是不可避免的。而多项式函数系由幂函数的线性组

合而构成的，在计算上具有无以论比的简单性(由一个循环体语句即可实现多项式

函数的数值计算)，因而用一个多项式函数 去逼近或近似一个非线性函数就

成了重要的数学手段。另外，对函数的许多性态研究，最终也将由泰勒公式(Taylor

公式)给出理论依据。例如局部极值问题，以及用于求极限的洛必达法则，都是以

泰勒公式为理论依据而得到某些有效的方法。 

)(xf

)(xpn

由 )(xfy = 在 处的可导性与可微性概念。在 附近的
0x 0x )(xf 可

以表示为 

)())(()()( 0000 xxxxxfxfxf −+−′+= α
      

其中 )( 0xx −α 为 时的无穷小量。 0xx →
 由(11.1)式可发现，计算 的近似值可取 )(xf

))(()()( 000 xxxfxfxf −′+≈        

若舍去的误差 )( 0xx −α 不能满足精度要求，则可设想是否在 与 之

间存在

0x x
ξ，使得 

2
0000 ))(())(()()( xxfaxxxfxfxf −′′+−′+= ξ

其中 为常数，事实上a
2
1

=a 。这正是泰勒公式的基本思想。也是微分中值定

理的进一步推广。 

4．5．2  n阶泰勒公式 
 定理4.10  泰勒公式  设函数 )(xf 在区间 内具有 阶导

数，  

),( ba 1+n
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0
000 )(

!2
)())(()()( xxxfxxxfxfxf −

′′
+−′+=

)()(
!

)(
0

0
)(

xRxx
n

xf
n

n
n

+−++L  

其中
1

0

)1(
)(

)!1(
)()( +

+
−

+
= n

n

n xx
n

fxR ξ
， 

ξ 是介于 和 之间的某个数。0x x )(xRn 称为 阶泰 n

勒余项(具有拉格朗日形式的余项)。 

 时的泰勒公式叫做麦克劳林公式，即 00 =x

2

!2
)0()0()0()( xfxffxf

′′
+′+=

1
)1()(

)!1(
)(

!
)0( +

+

+
+++ n

n
n

n
x

n
fx

n
f ξ

L 。    

 具有皮亚诺余项形式的泰勒公式为(此时, 只要求函数 )(xf 在区间

内具有 阶导数)为: 

),( ba

n

2
0

0
000 )(

!2
)())(()()( xxxfxxxfxfxf −

′′
+−′+=

nn
n

xxoxx
n

xf )()(
!

)(
00

0
)(

−+−++L   

                                                            

注(1) 对本课程而言，具有拉格朗日形式余项的泰勒公式常用来证明不等式或分析

一些理论问题。 

(2) 具有皮亚诺形式余项的泰勒公式常用来求极限，或考查(局部)极值问题。 

(3) 具有拉格朗日余项的泰勒公式可以视为拉格朗日微分中值定理的推广，而

拉格朗日微分中值定理实质是 0阶泰勒公式。 
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(4) 对给定的函数进行泰勒展开时，一般有两种方法，即用泰勒公式定义，求

各阶导数的方法，称之为直接法；而利用初等函数泰勒公式的结论为依据，再利用

函数的代数运算与复合运算进行泰勒展开的方法，统称为间接方法。在题目中，如

果没有特别指明用直接方法，则可利用间接方法。 

例 4.31  将 在
2)( xxf = 10 =x 处展开为一阶泰勒公式(具有拉格朗

日余项和皮亚诺余项)。 

解： 2)(,2)1(,1)1( =′′=′= xfff ， 

在 处 的 展 开 式 为 ( 具 有 拉 格 朗 日 余 项 ) ：

 

10 =x
22 )1()1(21 −+−+= xxx

具有皮亚诺余项形式的展开式为（一阶） 

))1(()1(212 −+−+= xoxx 。 

例 4.32  求 xxxf −= sin)( 在 00 =x 处的三阶泰勒公式(具有

皮亚诺余项)。 

解：只须利用 的展开式进行运算即有 xsin

)(
6
1)(

!3
1sin 3333 xoxxxoxxx +−=−+−=−

例 4.33  求 在 处的三阶泰勒公式(具有皮亚诺余项形式)。 xtan 0=x
解： 

1sec)(tan,0tan 0
2

00 ==′= === xxx xxx  

0tansecsec2)(tan 00 =⋅⋅=′′ == xx xxxx

2sec2tansec4)(tan 0
422

0 =+⋅=′′′ == xx xxxx
因此得到三阶展开式  
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 )(
!3

2tan 33 xoxxx ++= 。 

例 4.34  求 在 处具有拉格朗日余项形式的 阶泰勒公式。 
xe 10 −=x n

解：用间接法，将 写为xe
111 1 +−+ ⋅== xxx e

e
ee ，将 视

为 ，(即令

1+xe

Xe 1+= xX )，利用基本展开式即有 

))1(
!

1)1(
!2

1)1(1(1 2 LL ++++++++= nx x
n

xx
e

e

nx
en

x
e

x
ee

)1(
!
1)1(

!2
1)1(11 2 +

⋅
+++

⋅
+++= L

1)1(
)!1(

++
⋅+

++ nx
en

eξ
L  

 其中ξ 在 与 之间，x 10 −=x ),( +∞−∞∈x 。 

例 4.35 设 0)(6sinlim 30
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→ x
xxfx

x
， 求

20

)(6lim
x

xf
x

+
→

。 

解： )()6(
!3

166sin 33 xoxxx +−= ， 

因此由已知条件 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→ 30

)(6sinlim
x

xxfx
x
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3

33

0

)()(366lim
x

xxfxoxx
x

++−
=

→
 

0036)(6lim 20
=+−

+
=

→ x
xf

x
， 

最后得到  36)(6lim 20
=

+
→ x

xf
x

。 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→ 30

)(6sinlim
x

xxfx
x

30

)(666sinlim
x

xxfxxx
x

++−
=

→
 

3020

66sinlim)(6lim
x

xx
x

xf
xx

−
+

+
=

→→
， 

3

3

020

)6(lim
6
1)(6lim

x
x

x
xf

xx →→
−

+
=  

最后得到  36)(6lim 20
=

+
→ x

xf
x

。 

注：下列作法是错误的 

3030

)(6lim)(6sinlim
x

xxfx
x

xxfx
xx

+
=

+
→→

 

0)(6lim 20
=

+
=

→ x
xf

 
x

错误原因在于第一个等号后的无穷小量替换不在因子位置，属非法替换，答案亦为

错误。 
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4．5．3  洛必达法则 

 洛必达法则是求极限的重要方法，它是由柯西中值定理，把函数比变为其导数

比，而导出的方法。 

 定理 4.11 (洛必达法则)  如果 

 (1) 0)(lim)(lim == xgxf (或∞) 

 (2) 在极限点附近， )(),( xgxf ′′ 都存在，且 0)( ≠′ xg ； 

 (3) 

)(
)(lim

xg
xf

′
′

存在或为无穷大，则

)(
)(lim

xg
xf
存在或为无穷大，

且等于

)(
)(lim

xg
xf

′
′

。 

注(1) 以上极限中的趋向为 

或单边或∞→ 0xx 趋向。 

  (2) 请务必注意，运用洛必达法则是一种试验过程，若导数比值确有极限，

则原极限立即有答案，而当导数比值极限不存在，或虽然可能存在，却不能由已知

条件求出此极限，则洛必达法则试验失败，应另寻其它方法解决问题。 

例 4.36（2004-2-15） 求极限 

.1
3
cos21lim 30 ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→

x

x

x
x

 

解 1：原式 

=
3

3
cos2ln

0

1lim
x

e
xx

x

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→ 20

3
cos2ln

lim
x

x

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
→

 

( )
20

3lncos2lnlim
x

x
x

−+
=

→
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( )

x

x
x

x 2

sin
cos2
1

lim
0

−⋅
+=

→
 

.6
1sin

cos2
1lim

2
1

0
−=⋅

+
−=

→ x
x

xx
 

解法 2：原式 

203

3
cos2ln

0

3
cos2ln

lim1lim
x

x

x
e

x

xx

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−

=
→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→
 

.
6
1

3
1coslim3

1cos1ln
lim 2020

−=
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

=
→→ x

x
x

x

xx
若将上题改为 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−→
1

3
cos2

)1)(cos1(2
1lim sin0

x

xx

x
ex

则应先将分母作无穷小替换，进而避免直接用洛必达法则导致的复杂求导计算。答

案不变。 

 

例 4.37 求极限 

)1(

2sin
2
1cos1

lim 22

2

0 −

−−

→ xx ex

xxx
。  

解  （先考虑等价无穷小代换，后考虑罗必达法则） 
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)1(

2sin
2
1cos1

lim 22

2

0 −

−−

→ xx ex

xxx
 

。
3
1

3
sinlimcossinlim

)cos(sinsinlim

2030

40

==
−

=

−
=

→→

→

x
xx

x
xxx

x
xxxx

xx

x
 

 

例 4.38 求极限 
axax ee

axx

−

−
→ ln

lncos
lim 。 

解： 

axaxaxaxax ee
ax

x
ee

axx
−

−
⋅=

−

−
→→→ ln

ln
limcoslim

ln
lncos

lim

ax

xax

ee
e

axa

−

−⋅=
→

1

limcos  

ax
eeea

ax
x

ax

ax

−
−

⋅=
→

−

→
limlimcos

aeae aa coscos =⋅⋅= −
。 

 对其他型的未定式（ 型、
00 ∞−∞ 型， 型，

00 ∞1 型和
0∞ 型)，

必须通过适当的恒等变型，化为

0
0
或

∞
∞
型后，才能使用洛必达法则进行试验。 
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例 4.39  求极限 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−→ xx
x

x ln
1

1
lim

1
。 

解：（方法 1）  

xx
xxx

xx
x

xx ln)1(
1lnlim

ln
1

1
lim

11 −
+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− →→
  

2
1

11

1

lim
1ln

lnlim

2
11

=
+

=
−

+
=

→→

xx

x

x
xx

x
xx

。 

（方法 2） 

)11ln()1(
1lnlim

ln
1

1
lim

11 −+−
+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− →→ xx
xxx

xx
x

xx
 

21 )1(
1lnlim

−

+−
=

→ x
xxx

x

2
1

)1(2
1lim

)1(2
lnlim

11
=

−
−

=
−

=
→→ x

x
x

x
xx

。 

4．6 综合例题 

例 4.40 设 二 阶 可 导 ， 且)(xf 0)(
≠+

x
xfx ， 已 知

,))(1(lim 3
1

0x
e

x
xfx x =++

→
 

求 )0(),0(),0( fff ′′′ 。 

答案： 4)0(,0)0()0( =′′=′= fff  

[解] 由题得： 
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3))(1ln(1

0

1

0
lim))(1(lim ee

x
xfx x

xfx
x

x
x

x
==++

++

→→

进而得： 

3
))(1ln(

lim
0

=
++

→ x
x
xfx

x

0))((lim0))(1ln(lim
00

=+⇒=++⇒
→→ x

xfx
x
xfx

xx
因此 

x
x
xfx

x

))(1ln(
lim

0

++

→
3

)(

lim
0

=
+

=
→ x

x
xfx

x
 

即 3)(lim 2

2

0
=

+
→ x

xfx
x

 

3)(lim1)(lim 202

2

0
=+=

+
→→ x

xf
x

xfx
xx

  

所以  2)(lim 20
=

→ x
xf

x
，且 2

2
)(lim

0
=

′
→ x

xf
x

， 

由 连 续 性 与 导 数 定 义 得 到

4)0('',0)0(',0)0( === fff 。 

或：  0)0(),(2)( 22 =+= fxoxxf 故

4)0('',0)0(' == ff 。 

例 4.41 设 )(xf 在 0=x 某 邻 域 内 可 导 ， 且
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2)0(,1)0( =′= ff ， 

求极限 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
f

n

n n
n

111sinlim 。 

解：考虑极限
( )( )xfx

x
x

x
−

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1

1

0
sin1lim  

))(1(
sin

sin

0

2sin1lim xfx
xx

xx
x

x x
xx −

−⋅
−

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+=

由符合极限定理，只需求极限 

))(1(
6
1

lim
))(1(

sinlim 2

3

020 xfx

x

xfx
xx

xx −

−
=

−
−

→→

12
1

)0(6
1

)(1
lim

6
1

0
=

′
=

−
−

=
→ fxf

x
x

 

注意，以上第三个等号是用了极限定义。 

 由复合极限定理得到 

( )( ) 12
1

1
1

0
sin1lim ex

x
xfx

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→
， 因 此

12
1

111sinlim e
n

n n
f

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∞→
。 

注：请特别注意，对第二个等号后的极限计算，不能用洛必达法则，因为导数比值

的极限无法求得(本题没有 连续的条件)。 )(xf ′

 即下列作法是错误的： 
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12
1

)0(6
1

)(
1lim

6
1

)(1
lim

6
1

00
=

′
=

′−
−

=
−
−

→→ fxfxf
x

xx

以上第三个等号用到了 )(xf ′ 的连续性，而本题未给出 )(xf ′ 的连续性条

件，极限无法计算出结果。这是运用洛必达法则时的常见错误。 

例 4.42 设 )(xf 在 二阶可导，对一切),0[ ∞+ ),0( ∞+∈x  有

0)( ≠′′ xf ，证明在 ),0( ∞+ 内曲线 )(xfy =  上一点

))(,( 00 xfx 处的切线与该曲线除切点外无交点。 

[证] （方法 3）Taylor 公式方法。将（方法 1）中的 

)()()( xyxfxF −=  

))(()()( 000 xxxfxfxf −′−−=  

在 处展开为 Taylor 公式， 0xx =

,))((
2
1)( 2

0xxfxF −′′= ξ ξ 在 之间。 0xx与

因为 0)( ≠′′ xf ，由导数零点定理， )(xf ′′ 不变号，则 亦

不变号。证毕。 

)(xF

例 4.43 设 证 明 。 提 示 ： 设,eab >> ab ba >

xaaxxf lnln)( −= ，或

x
xxf ln)( = 。 

[ 证 ] 构 造 ex
x
xxf >= 其中

ln)(  ， 则

2
ln1)('

x
xxf −

= ，易得 0)(' <xf ， 

所 以 )(xf 是 严 格 单 减 的 ， 对 有,eab >>
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)()( afbf < ，即

a
a

b
b lnln
< ，调整得 

ba ababba lnln,lnln << 即 ， 

由对数函数的性质得： 。 
ab ba >

 

例 4.44 已知函数 具有二阶连续导数，)(xf 0)1()0( == ff 。证明

当 时， ]1,0[∈x

})({max
2
1)(

]1,0[
xfxf

x
′′≤′

∈
。 

证明： ， 将]1,0[∈∀a )(xf 在 ax = 处展开为 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
2
1)( axfaxafafxf −′′+−′+= ξ

（ξ 在 之间） xa,
分别令 和 得到 1=x 0=x

( ) ( ) ( ) ( )( )21 1
2
11)(10 afaafaff −′′+−′+== ξ

其中 )1,(1 a∈ξ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )222
1)(00 afaafaff ξ′′+−′+==

其中 ),0(2 a∈ξ ，两式相减并移项整理 

( )( ) ( )( )2
2

2
1 1

2
1)( afafaf ξξ ′′−−′′−=′ ， 
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当 或 时 ，0=a 1=a ( )12
1)( ξfaf ′′=′ 或

( )22
1)( ξfaf ′′=′ ，原不等式的等号成立。 

当 时，由三角不等式得到 )1,0(∈a

( )( ) ( ) 2
2

2
1 1

2
1)( afafaf ξξ ′′+−′′≤′  

令 ( ) ( ){ }21 ,max)( ξξξ fff ′′′′=′′ ， 

其中 )1,0(∈ξ 。因此  

( ) ( )( ) ( )ξξ faafaf ′′≤+−′′≤′
2
11

2
1)( 22

})({max
2
1

]1,0[
xf

x
′′≤

∈
。 

再由 是 上任意一点， a ]1,0[

所以  })({max
2
1)(

]1,0[
xfxf

x
′′≤′

∈
。 

例 4.45 设 )( ,0 xf>δ 在 区 间 ),( δδ− 内 有 定 义 , 若 当

),( δδ−∈x 时, 恒有
2)( xxf ≤ ,  

    则 必是0=x )(xf 的 [ C ]。 

(A) 间断点。   (B) 连续而不可导的点。 

(C) 可导的点, 且 0)0( =′f 。   

(D) 可导的点, 但 0)0( ≠′f 。 
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【解】当 ),( δδ−∈x 时，因为 
2)( xxf ≤ ，令 0=x 得到

0)0( =f 。另外有 x
x
xf

≤≤
)(0 ， 

 所以,由夹逼准则得 0)(
lim

0
=

→ x
xf

x
， 

且 )0(0)(lim
0

fxf
x

==
→

。 

另外又有 .)( x
x
xfx ≤≤− ，再次由夹逼准则得 

)0(0
0

)0()(
lim

)(
lim

00
f

x
fxf

x
xf

xx
′==

−
−

=
→→

，所

以答案为（C）。 

 

第 5章 原函数与不定积分 

5.1  不定积分与原函数 

5．1．1  不定积分与原函数的定义 

定义 5.1 )(xf 是定义在区间 RI ∈ 上的函数, 若存在定义在 I 上的可导函

数 , 使得)(xF IxxfxF ∈∀=′ ),()( , 则称 为)(xF
)(xf 在 I 上的一个原函数。 

    若 为)(xF )(xf 在 I 上的一个原函数, CxF +)( 也为

)(xf 在 I 上的原函数, 其中C为任意常数; 同样可以证明, 的任意两

个原函数的差为常数.  

)(xf

定义 5.2 称 )(xf 的所有原函数构成的集合{ }CxF +)( 为 )(xf
的不定积分, 记作 CxFdxxf +=∫ )()( ， 

其中 为)(xF )(xf 在 I 上的一个原函数，C为任意常数。 

5.1.2  不定积分存在的充分条件和必要条件 
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定理 5.1 连续函数一定存在不定积分。 

     事实上, 连续函数 )(xf 的变上限积分 

∫
x
a dttf )( 就是 )(xf 的一个原函数, 因此 

   。 Cdxxfdxxf x
a +∫=∫ )()(

 

 例 5.1 不连续的函数也可能有原函数或不定积分, 例如函数 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−=
00

01cos1sin2)(
x

x
xx

xxf   

有原函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
00

01sin)(
2

x

x
x

xxF 。 

但 点是0=x )(xf 的第二类间断点. 值得指出的是 

定理 5.2 若函数 )(xf 在 区间内有第一类间断点, 则),( ba )(xf 在

区间内没有原函数。 ),( ba

例 5.2   设  

⎩
⎨
⎧

<−

≥
=

.0,/1

,0,cos
)(

xxae

xx
xf x

   若 )(xf 在 上有原函数，则R =a （  ）. 

(A) 。  (B)0。 (C)1。 （D)a任意。 1−e
解 : )(xf 必须在 点连续，即0=x 1)(lim

0
=

→
xf

x
。首先

,1)(lim
0

=
+→

xf
x

其次应有 
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x
aexf

x

xx

1lim)(lim
00

−
=

−− →→

1
11

lim
111

lim
00

=
−

−=
+−−

−− →→ x
aaa

x
a

e
a

x

x

x
， 

以上结果只当 1=a 时成立。 

例 5.3  设

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

≥+
= − ,0,

2
1

2
1

;0,1
)( xe

xx
xf x   

 则 f 的一个原函数为 （ B  ）。 

（A） 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

≥+
=

− ,0,
2
1

;0,
2
1

)(
2

xe

xxx
xF

x
   

（B）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+−

≥−+
=

− ,0,
22

1

;0,
2
1

2
1

)(
2

xxe

xxx
xF

x
 

（C）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+−

≥+
=

− ,0,
2
1

2
1

;0,
2
1

)(
2

xe

xxx
xF

x
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（D）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+−

≥++
=

− ,0,
22

1

;0,1
2
1

)(
2

xxe

xxx
xF

x
 

注：分段函数的不定积分分段计算需要仔细。 原函数要求：首先应该连续（特别

在分段点），其次一定是可微函数。 

例 5.4 设

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤
+=

01
2
1

0
1

1

)(
2

xx

x
xxf  

试确定 )(xf 的一个原函数,使

4
)0( π
=F . 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>++

≤+
=

0
4

0
4

arctan
)(

2 xxx

xx
xF π

π

 

例 5.5  

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0
01

)(
xx
x

xf , ),( +∞−∞∈x  

无原函数,因 0=t 为第一类间断点. 

 

5.3  不定积分的计算方法 

5.3.1  换元法 

(1) 第一换元法（凑微分方法） 

应作为基本方法强化训练） 

     Cxfdxxf +=∫ ′ )()(    或  

 Cxfdxxxf +=∫ ′⋅′ ))(()())(( ϕϕϕ 。 

例 5.6 计算 ∫
+ xbxa
dx

2222 cossin
。 
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解: 注意到 

C
a
x

aa
xd

a
xa

dx
xa

+=∫
+

∫ =
+

arctan1)(
)(1

111
222

∫
+ xbxa
dx

2222 cossin
 

Cx
b
a

abbxa
xad

a
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∫

+
= tanarctan1

tan
)tan(1

222

 

例 5.7  ∫ dx
x

x
cos

tan
 

∫= xx
xd

coscos
)(cos C

x
+=

cos
2

 。 

例 5.8 ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
=∫

−
dx

axaxaax
dx 11

2
1

22  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−∫ −

−
= )(1)(1

2
1 axd

ax
axd

axa
     

C
ax
ax

a
+

+
−

= ||ln
2
1

              

例 5.9 计算 ∫
− )ln1(ln xxx

dx
‘ 

注意到 Cxdx
x

+∫ =
−

arcsin
1

1
2

， 
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C
a
x

a
xd

a
x

dx
xa

+∫ =
−

∫ =
−

arcsin)(
)(1

11
222

 

dx
xx∫

− )1(
1 Cx

x
xd

+=∫ −
= arcsin2

1
2  

于是 ∫
− )ln1(ln xxx

dx
 

∫
−

=
)ln1(ln

)(ln
xx

xd
∫ −

=
x

xd
ln1

ln
， 

Cx += lnarcsin2  。 

又如 dx
xx
x

∫
− )1(

arcsin )(arcsinarcsin2 xdx∫=  

Cx += 2)(arcsin  

例 5.10 ∫
+ xx

dx
sin)cos2(

 

 = ∫
+

−

xx
xd

2sin)cos2(
)(cos

 

= )
cos1

)(cos)cos2(
)cos2(
)(cos(

3
1

2∫
−

−
+∫ +

−
−

x
xdx

x
xd

 

= |cos1|ln
2
1|cos2|ln

3
1 xx +−+   
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Cx +−+ |cos1|ln
6
1

。 

例 5.11 ∫
−+

+ dx
xx

x
)1)(1(

22
2  

∫
+

−
−

= dx
x

x
x

)
)1(1

1(2 2 ＝ C
x
x

+
+

−

1
)1(ln 2

2
。 

例 5.12 dx
x

xxx
∫

−
2

sincos C
x

x
+=

sin
    

 (2) 第二换元法 

若 CtFdtttf +=∫ ′⋅′ )()())(( ϕϕ , 且 )(tx ϕ= 有

反函数 )(1 xt −= ϕ , 则   CxFdxxf +=∫ − ))(()( 1ϕ  

例 5.13  ∫ − dxxa 22 )0( >a  

令 )
2

0(,sin π
≤≤= ttax , tdtadx cos=  

∫ ⋅=∫ − dtatadxxa coscos22
 

 ∫= tdta 22 cos

Cttadtta +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∫

+
=

2
2sin

22
2cos1 2

2
 

Cxax
a
xa

+−+= 22
2

2
1arcsin

2
 

还有 ∫ + dxxa 22
，  ，令)0( >a tax tan= 。 
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 ∫ − dxax 22
，令 tax sec= 。 

例 5.14 计算不定积分 ∫
−− 21 xx

dx
. 

[解] (方法 1)令 tdtdxtx cos,sin == , 

dt
tt

t

xx

dx
∫

−
=∫

−− cossin
cos

1 2
 

Cxxx

dt
tt
ttdt

tt
tt

+−−−=

∫
−
−

+∫
−
+

=

arcsin
2
11ln

2
1

)
cossin
sincos

cossin
sincos(

2
1

2
 

(方法 2) 

dt
tt

tI ∫
−

=
cossin

cos
 

dt
tt

ttttt
∫

−
−+−+

=
cossin

coscossinsincos
 

CxIxx +−−−−= arcsin1ln 2
 

(回归法，解出 I 即可)。 
 

例 5.15 求 ∫
− 422 xx

dx
. 

解: 令 tx =− 42 , 则 

∫
+

=∫
− 222 )4(

4
42 t

dt
xx

dx
 

Ct
t

t
++

+
=

2
arctan

4
1

)4(2 2  
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C
x

xx
+

−
+

−
=

4
42

2
42arctan

4
1

 

    以上方法称为有理化. 

 

5.3.2  分部积分法 

∫ ∫−= )()()()()()( xduxvxvxuxdvxu  

分部积分法的应用 

例 5.16 )(cossin 22 xdxxdxx ∫−=∫   

∫+−=

∫+−=

xdxxxx

xxdxx

cos2cos

)(coscos
2

22

 

Cxxxxx +++−= cossin2cos2
 

例 5.17  

Cxxxdx
x

xxxxdx +−=∫ ⋅−=∫ ln1lnln  

类 似 的 例 题 有 , 其 中 为 自 然 数 , 

, ∫ , 

∫ xdxx nm ln nm,

∫ xdxarcsin xdxarctan ∫ bxdxeax sin  . 

例 5.18 设

x
xxf )1ln()(ln +

= ，计算 ∫ dxxf )( 。[解] （1）

设 ,ln tx = 则  

t

t
t

e
etfex )1ln()(, +

== ，则     

∫ dxxf )(
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∫
+

++−=∫ +−= −−
x

xxxx

e
dxeedee

1
)1ln()1ln(

Cexee xxx ++−++= − )1ln()1ln(

dx
e

eee x

x
xx )

1
1()1ln( ∫

+
−++−= −

 

Ceex xx +++−= − )1ln()1( 。 

x
xsin
， 例 5.19 设 一个的原函数为)(xf

求 dxxfx∫ ′π
π
2

)( 。 

解 )(xf )sincos(1)sin( 2 xxx
xx

x
−=′=  

   2
4)

2
(,1)(

π
π

π
π −=−= ff  

dxxfxI ∫ ′= π
π
2

)(  

π
π

π
π

22

)()( xxfxxdf =∫= ∫−
π
π
2

)( dxxf  

π

π
2

)sin)((
x

xxxf −=  
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142)4(
2

1 2 −=+−−−=
πππ

π
。 

例 5.20 计算 ∫
+

dx
e

xe
x

x

1
。 

令 te x =+1 ,  

dt
t

tdxtx
1

2),1ln( 2
2

−
=−= , 

    ∫ −=∫
+

dttdx
e

xe
x

x
)1ln(2

1
2

 

∫
−

−−= dt
t

ttt
1

22)1ln(2 2

2
2

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−−= dt

t
tt

1
222)1ln(2 2

2
 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
−−−= dt

tt
ttt

1
1

1
124)1ln(2 2

 

C
t
tttt +
−
+

+−−=
1
1ln24)1ln(2 2

 

C
e
eeex

x

x
xx +

−+

++
++−+=

11
11ln21412

 

5.3.3  一定可以用初等函数表示的不定积分 

    不定积分不一定可以用初等函数表示, 例如, 我们可以证明 ∫ dxex2

一定不可以

用初等函数表示. 一般而言, 要证明一个不定积分不可以用初等函数表示是一件非
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常困难的事. 但我们可以证明有些不定积分一定可以用初等函数表示. 

(1) 有理分式积分一定可以用初等函数表示 

    有理分式 

)(
)()(

xQ
xPxR = , 其中 和 是多项式.  )(xP )(xQ

    

)(
)(

)()( 2
1 xQ

xP
xPxR +=  

其中 )(1 xP 是多项式, )(2 xP 是次数低于 的多项式. 有理分式)(xQ

)(
)(2

xQ
xP
可以表示成一些最简有理分式的和(简称为有理分式的最简分解). 

(1) 的一次因子 使得有理分式)(xQ )( ax −
)(
)(2

xQ
xP

分解后含有

ax
A
−

型的最简有理分式; 

(2) 的 重 因子 使得有理分式)(xQ k
kax )( −

)(
)(2

xQ
xP

含有

( ) ( )k
k

ax
A

ax
A

ax
A

−−−
,,, 2

21 L 。 

型的最简有理分式; 

(3) 的二次因子 (其中 )使

得有理分式

)(xQ qpxx ++2 042 <− qp

)(
)(2

xQ
xP
有 

qpxx
NMx
++

+
2 型的最简有理分式; 
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(4) 的)(xQ k 重 二 次 因 子 ( )kqpxx ++2
( 其 中

) 使 得 有 理 分 式042 <− qp
)(
)(2

xQ
xP

有

( ) ( )k
kk

qpxx

NxM

qpxx

NxM
qpxx

NxM

++

+

++

+

++

+
222

22
2

11 ,,, L

型的最简有理分式; 

例 5.21  在什么条件下, dx
xx

pbxax
∫

−

++
23

2

)1(
是有理函数? 

解 因为  

2
21

3
3

2
21

23

2

)1(1)1( −
+

−
+++=

−

++

x
B

x
B

x
A

x
A

x
A

xx
pbxax

所以当 011 == BA 时， dx
xx

pbxax
∫

−

++
23

2

)1(
 

是有理函数. 这时 

23

3
2

2
3

2
2

23

2

)1(
)1()1(

)1( −
+−+−

=
−
++

xx
xBxAxxA

xx
pbxax

由比较系数得 aAA =+− 322  

bAA =− 32 2  

pA =3  

消去 32 , AA 得到： 032 =++ pba .  
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例 5.22 求 ∫
++

dx
xx
x

22 )1)(1(
2

 

解:  

22222 )1(11)1)(1(
2

+

+
+

+

+
+

+
=

++ x
EDx

x
CBx

x
A

xx
x

由待定系数法得到 

 ,1,
2
1,

2
1

===−== EDBCA  于是 

22222 )1(
1

1
1

2
1

1
1

2
1

)1)(1(
2

+

+
+

+

−
+

+
−=

++ x
x

x
x

xxx
x

∫ =
++

dx
xx
x

22 )1)(1(
2

dx
x
x

x
x

x
)

)1(
1

1
1

2
1

1
1

2
1( 222∫

+
+

+
+
−

+
+

−  

( )
C

x
x

x
x

dx
x

xdx
x
x

x
dx

+
+
−

+
+
+

=

∫
+

+
+∫

+
−

+∫
+

−=

)1(2
1

)1(
1ln

4
1

1

1
1

1
2
1

12
1

22

2

222

 

三角有理分式积分一定可以用初等函数表示 

三角有理分式 ),cos,(sin xxR  其中 ),( vuR 是有理分式.  

（1）半角置换  记

2
tan xt = , 则有 

21
2sin

t
tx

+
= ， 2

2

1
1cos

t
tx

+

−
= ， dt

t
dt 21

2
+

= ，  
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于是可将三角有理分式积分 ∫ dxxxR )cos,(sin 化为关于t的有理分
式积分。 

例 5.23 计算 ∫
+
+ dx

x
x

cos1
sin1

。 

解: 记

2
tan xt = , 则有 

∫
+

⋅
++

=∫ +
+ dt

t
ttdx

x
x

2

2

1
2

2
21

cos1
sin1

 

Cxx
+−=

2
cosln2

2
tan . 

当然, 并不是所有的三角有理分式的积分都要用上述方法算. 

（2）三角置换  

若 )cos,sin( xxR − = )cos,(sin xxR− ,  

则取 xt cos= 会简单一些。 

  

x
dtdx

sin
−= ， )cos,(sin xxR 中原含 的奇次因子

将变为偶次因子，从而使得

xsin

xx 2cos1sin −= 非线性关系得以解

除。 

     若 )cos,(sin xxR − = )cos,(sin xxR− , 则变换

xt sin= 会简单一些; 

     若 )cos,sin( xxR −− = )cos,(sin xxR , 则变换

xt tan= 会简单一些;  

一般有： )cos,(sin xxR  

))cos,sin()cos,(sin[(
2
1 xRxxR −−= x  
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))cos,sin()cos,sin(( xxRxxR −−−−+    

))]cos,(sin)cos,sin(( xxRxxR +−−+ 。 

例 5.24 ∫
+ xx

dx
sin)cos2(

（例 5.10） 

可令 xt cos= ， 

∫
+ xx

dx
sin)cos2( ∫

+
−

=
xt

dt
2sin)2(

 

∫
−+

−
=

)1)(2( 2tt
dt

 

  

例 5.25 计算 ∫
−

dx
x

xx
232 )1(

arcsin
 

∫
−

= )
1

1(arcsin
2x

xd  

= ∫
−

−
− 22 11

arcsin
x

dx

x

x
 

= C
x
x

x

x
+

−
+

−
− 1

1ln
2
1

1

arcsin
2

   

例 5.26 计算 ∫
+ xx
dx

sin22sin
， 

 [解] ∫
+ xx
dx

sin22sin ∫
+

=
)cos1(sin2

1
xx

dx
， 
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（方法 1）令 tx =cos ，

x
dtdx

sin
−= ， 

∫
+ )cos1(sin2

1
xx

dx
∫

+−
−=

)1)(1(2
1

2 tt
dt

 

∫
+−

−= 2)1)(1(2
1

tt
dt

 

Ct
t

t +−+
+

⋅++−= 1ln
8
1

1
1

4
11ln

8
1

 

dt
ttt
)

1
1

4
1

)1(
1

2
1

1
1

4
1(

2
1

2 −
⋅+

+
⋅+∫

+
⋅−=  

C
x
x

x
+

+
−

+
+

=
cos1
cos1ln

8
1

)cos1(4
1

。 

（方法 2） 

∫
+ xx
dx

sin22sin ∫
+

=
)cos1(sin2

1
xx

dx
 

∫
⋅

=

2
cos2

2
cos

2
sin4

1
2 xxx

dx
∫=

2
cos

2
tan

2
tan

4
1

2 xx

xd
 

2
tan

2
tan

2
tan1

4
1

2
xd

x

x

∫
+

=
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Cxx
++=

2
tan

8
1

2
tanln

4
1 2

。 
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