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基础部分 

第二课  微积分 

第 4 章  多元函数微分法及其应用 

(一) 多元函数的几何应用 

(二) 多元极值问题 

(三) 综合例题 

 

13.1 多元函数的几何应用 

13.1.1 方向导数与梯度 

(一) 函数沿一方向上的变化, 方向导数 

z 方向导数定义：函数 在 点，沿f 0xr l
r
的方向导数, 记   
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性质：  
( ) ( ) 00

0 lxfgrad
l
xf rr
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⋅=
∂
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设函数 在 点可微，则其梯度, 其方向及模特性是： f 0xr

(i) 沿梯度方向 的方向导数最大, 即沿梯度方向函数增加最快; ( )0xfgradl rr
=

(ii) 其模等于该点最大方向导数之值。 

例 1 设函数 有连续的偏导数,且在点),( yxf (1, 2)M − 的两个偏导数分 1)2,1(
=

∂
−∂
x

f
, 

1)2,1(
−=

∂
−∂
y

f
.则 在点),( yxf (1, 2)M − 增加最快的方向是(   D   ) 

iA.           jB.          jiC +.        jiD −.  

例 2 设 在点 可微，),( yxf ),( 00 yxM jiujiv
rrrrrr 2, +−=−= 。如果 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com       - 1 -     清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校     清华东门外创业大厦 1006        清华大学 理科楼 1101   电话：62781785 

1
),(

,2
),( 0000 =

∂
∂

−=
∂

∂
u

yxf
v

yxf
rv ，求 在点 的微分。 ),( yxf ),( 00 yxM

( dydxdf yx )225()245(),( 00
−+−=  ) 

 

13.1.2 空间曲线的切线和曲面的法平面 

(一) 空间曲线的切线 

设C是R3空间中的一条曲线，参数方程为       )(        
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曲线 在点C P处的切向量: ( ) ( )Ttztytxtrtv )(),(),()( 00000 ′′′=′=
r

 

曲线 在点C P处的切线方程是           
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曲线 在该点切线的的法平面方程为  C
       0))(())(())(( 000000 =−′+−′+−′ zztzyytyxxtx   

例 3 求螺线 ； ,在点
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a a cM )π
处的切线与法平面. 

解：因而所求切线的参数方程为 
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法平面方程为  ( ) ( ) ( ) 0)4()2(2)2(2 =−+−+−− czcayaaxa π .  

(二) 空间曲面的切平面                 

(A) 空间曲面的三种表示： 

显函数表示：  ;  隐函数表示:  ( yxfz ,= ) ( ) 0,, =zyxF  

(B) 空间曲面的切平面： 

曲面 过 切平面方程: 设 S ( 000 , yxP ) ( )000 , yxfz =  
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接着要研究：函数满足什么条件时，其切平面存在？ 

定理：若曲面 由显函数表示S ( )yxfz ,= 在点 ( )00 , yxp 可微, 则曲面 在点

有不平行 轴的切平面. 

S ( )00 , yxp
z

 (ii) 用隐函数和参数方程表示的曲面 的切平面方程： S
若曲面 由隐函数 表示, S ( ) 0,, =zyxF
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曲面 过S ( )0,00 , zyx 切平面方程   
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例 4 求曲面 : 上切平面与直线 平行的切点的轨

迹。（轨迹为空间曲线： ） 
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例 5 证明球面 与锥面  正交(orthogonal). RzyxS 2222
1 : =++ zayxS 2222

2 : =+
(3) 空间曲线的交面式： 

L的方程是   . 向量 
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是 在点 处的一切向量. L ),,( 0000 zyxM

例 6 求曲线 ,在点 处的切线方程. 
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13.2 多元极值问题 

13.2.1 多元函数的 Taylor 公式 

z 二元函数的 Taylor 公式 

利用一元化的思想，将二元函数展公式的问题转化为一元问题： 

设 , 点 及点( yxfz ,= ) ( )000 , yxM ( ) ( )yyxxMyxM ∆+∆+= 00 ,, , 
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定理： 设二元函数 f 在点 的某个邻域U中有1 至),( 000 yxM 1+n 阶的连续导数，M x y( , )

是U中一点，则有 
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此式称为 在 处的带有拉格朗日型余项的 阶 Taylor 公式. 时，

Taylor 变为 
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这个类似于一元函数的微分中值定理.  

当 时，Taylor 变为 1=n
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称为海色矩阵。 

当 时，Taylor 变为 2=n
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例 7，设 ，求它在)2(),( 2 −−= yxxyxf )1,1( − 点带 Lagrange 余项的一阶 Taylor 公式。 

解： )]1)(1(4)1)(26[(
!2

1)1()1(3),( 2 +−−−−++−−= yxxyxyxf ξηξ  

 

13.2.2 多元函数极值问题的提法与普遍性 

(一) 最优化问题的提法 

在“某种条件”下的“某量最优” 

问题:  
( )

⎩
⎨
⎧

Ω∈xts
xfMin
r

r

..

z 问题举例 

例 8 今有 m个点 ( )iiii cbaP ,, , , 求一点mi ,,1L= ( )zyxP ,, ，到各点距离平方之和最小。  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

−+−+−=
m

i
iii zzyyxxxfMin

1

222r

例 9 今有一空间曲面 及一点( ) 0,, =zyxF ( )0000 ,, zyxP ，在此曲面上找一点 到( )zyxP ,,
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0P 点距离最小。  ( ) ( ) ( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−+−+−=

0,,..

2
0

2
0

2
0

zyxFts
zzyyxxxfMin r

 

例 10 今有一空间曲线 及一点
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13.2.3 多元函数的无条件极值 

(一) 极值的必要条件 

z 极值与极值点: 

z 极限的必要条件 

定理（极值点的必要条件） 
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(二) 极值的充分条件 

定理（极值点的充分条件） 设 在 点某邻域RRf n →: nRM ∈0 ( )0MU 内二阶偏导数连

续，且 是驻点，即0M 0)( 0 =Mgradf ，则 

1． 正定时， 是)( 0MH f 0M )(xf r
的极小值点； 

2． 负定时， 是)( 0MH f 0M )(xf r
的极大值点； 

3． 不定时， 不是)( 0MH f 0M )(xf r
的极值点. 

其中， 为)( 0MH f )(xf r
在 处的海森矩阵. 0M

4. 当 AC B− =2 0时,仅仅根据 在点 的二阶导数不足以判定 在

点 是否取得极值,需要作进一步讨论,这里从略. 

),( yxf ),( 000 yxM ),( yxf

),( 000 yxM

例 11 求函数 f x y x y x y( , ) = + − −2 24 4 2 22 的所有局部极值. 

解  求  
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在上述每个点计算A B C, , 得到下表： 
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2

1 1 1 1 1 1( , ) (0,0) (0,1) (0, 1) ( ,0) ( ,1) ( , 1) ( ,0) ( ,1) ( , 1
2 2 2 2 2 2

4 4 4 8 8 8 8 8 8
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0 0 0 0 0 0 0 0 0
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由极值的充分条件可知，函数 f 在 

         5 6 8 95 6 8( , ), ( , )( , )( , )9x x x x yy y y  

取局部极小值，其它点均为鞍点（非极值点）. 

例 12（最小二乘法）设变量 与y x之间的关系是 y ax b= + ，其中a 是待定常数.现在通过

实验测得了 与

b,
y x的一组数据( ，问如何由这一组数据得到最佳的

待定常数a . 
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13.2.4 多元函数的条件极值 

问题一： . 
( )
( )⎩

⎨
⎧

= 0,..
,

yxFts
yxfMin

解：引入拉格伦日函数: ( ) ( ) ( )yxFyxfyxL ,,,, λλ += , 

问题二： . 
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⎨
⎧

== 0,,;0,,..
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zyxGzyxFts
zyxfMin

 做函数： ( ) ( ) ( ) ( )zyxGzyxFzyxfzyxL ,,,,,,,,,, µλµλ ++=  

例 13 今有 个点 , m ( )iiii cbaP ,, mi ,,1L= , 求点 ( )zyxP ,, ，到各点距离平方之和最小。 
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例 14 今有一空间曲面 及一点( ) 0,, =zyxF ( )0000 ,, zyxP ，在此曲面上找一点 到

点距离最小。 

( )zyxP ,,

0P

问题： 
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拉格伦日函数： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zyxFzzyyxxzyxL ,,,,, 2
0

2
0

2
0 λλ +−+−+−=  

                       = ( )zyxFr ,,λ+  
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 其中， ( ) ( ) ( )2
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求驻点：
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例 15 有一空间曲线 及一点
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( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

−+−+−=

0,,,0,,..

2
0

2
0

2
0

zyxGzyxFts
zzyyxxxfMin r

 

拉格伦日函数： ( ) =λ,,, zyxL ( ) ( )zyxGzyxFr ,,,, µλ ++                

     其中， ( ) ( ) ( )2
0

2
0

2
0 zzyyxxr −+−+−= . 

求驻点： ( ) ( ) 0,,,, =++ zyxGgradzyxFgrad
r
r µλ
r

. 

13.3 综合例题 

例 15 通过曲面 :S 3=+−+ zyxe zyx
上点 的切平面（  B  ） )1,0,1(

（ ）通过 轴；       （A y B）平行于 轴； y

（C）垂直于 轴；     （ ） ，y D A B， 都不对. C

例 16 已知 可微，证明曲面f 0),( =
−
−

−
−

cz
by

cz
axf 上任意一点处的切平面通过一定点，并

求此点位置。 

例 17 求曲线 在点
⎩
⎨
⎧

=+−−++
=−−+

0224
,01223

222

22

zyzyx
zyx ( )2,1,1 处的切线方程。 

( 切线方程为: 0)2(5)1(4)1( =−−−−− zyx ，即 01354 =+−− zyx  ) 

例 18 求过 且与曲面
⎩
⎨
⎧

=++
=−−
0

523
:

zyx
zyx

L
8
5222 22 =+− zyx 相切的平面的方程. 

( 切平面方程为 0)8/15(2)4/1()2/3(6 =++++− zyx  ) 

例 19 在椭球面
x
a

y
a

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ + = 上求一点，使椭球面在此点的法线与三个坐标轴的正向成

等角。     (点坐标为 ),,(1 222

222
cba

cba ++
. ) 

例 20 设 都有连续的偏导数, 是条件极值问题 ),,(),,,( zyxgzyxf ),,( 000 zyxM
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⎩
⎨
⎧

= 0),,(
),,(min(max)

zyxg
zyxf
的 解 , 且 azyxf =),,( 000 . 又 设 21 ,ππ 分 别 是 曲 面 

在点 的切平面,则(  B  ) 0),,(:,),,(: 21 == zyxgSazyxfS ),,( 000 zyxM

1.A π 与 2π 平行而不重合.      1.B π 与 2π 重合. 

1 2. ,C π π 垂直.               1 2. ,D π π 既不重合也不平行. 

例 20 设 函 数 F x y( , ) 在 的 某 个 邻 域 内 有 连 续 的 二 阶 导 数 , 且( , )x y0 0

∂
∂

 
  

F x y
x

( , )0 0 0= ,
∂

∂
 

  y
F x y( , )0 0 0> ,

∂
∂

 
  

2F x y
x

( , )0 0
2 0< . )(xyy = 是 F x y( , ) = 0确定的隐

函则：（ A ） 

( ).A y y x= ( )在点 取极大值.     ( )x 0 .B y y x= ( )在点 取极小值. x 0

(C ) y y x= ( )在点 没有极值.     ( )不能确定x 0 .D y y x= ( )在点 是否取极值. x 0

例 21 设 有连续的偏导数，在约束条件),,( zyxf 1022 =−− zyx  

下函数 条件最大极为 ，又设在点 处),,( zyxf )( 0Mf 0M 2−=
∂
∂
x
f

， 

则曲面 )(),,( 0Mfzyxf = 在点 处的一个法向量为（    ） 0M C

)2,2,1(. −−A           )1,1,2(. −B )4,4,2(. −C         )2,2,1(. −D  

例 22 设 ，求f x y x y x y x( , ) = + − − +4 4 2 22 2 4 y f x y( , )的极值。( 极值为 .) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−

8
8

0

例 23 在周长为2 p的三角形中求出满足下述要求的三角形：绕自己的一边旋转时所形成的

旋转体的体积最大。    ( 4/3,2/ pypx ==  ) 

例 24 当x y z, , 都大于0时，求u x y= z+ +ln ln ln2 3 在球面x y 上的最大值.

并证明对任意正实数a ，下述不等式成立： 

z r2 2 2 6+ + = 2

b c, ,
6

32

6
108 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

≤
cbacab 。 

例 25 设函数 在有界闭区域 上连续，在 D 内部偏导数存在,( yxz , ) D ( )yxz , 在 的边界上

的值为零，在 内部满足

D

D ( )zf
y
z

x
z

=
∂
∂

+
∂
∂

，其中 是严格单调函数，且 ，证明 f ( ) 00 =f

( ) )),((0, Dyxyxz ∈≡ . 
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