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基础部分 

第二课  微积分 

第 1 章 常微分方程 (二)  高阶线性方程 
(一) 线性方程解的结构 

(二) 高阶线性常系数齐次方程的解 

(三) 高阶线性常系数非齐次方程的解 

(四) Euler 方程 

(五) 差分方程介绍 

(六) 综合例题 

 

10.1 高阶线性方程及其解的结构 

10.1.1 高阶线性方程及其特点 

(1) n阶线性微分方程的一般形式为 
1

1 11
( ) .... ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

x x xd d dt t ta a ad d dt t t

−

−−
+ + + + =x f t  

方程齐次方程: 

1

1 11
( ) .... ( ) ( ) 0

n n

n nn n

x x xd d dt ta a ad d dt t t

−

−−
+ + + + t x =  

记： 阶导数符号k
k

k
k

dD
dt

= , 及多项式微分算子： 

( ) 1 2
1 2( ) ( ) .... ( )n n n

nL D D a t D a t D a t− −= + + + + , 
n阶线性齐次微分方程可表成：   

( ) 0L D x =  

n阶线性非齐次微分方程可表成： 

( ) ( )L D x f t=  

(2) 多项式微分算子微分的线性性: 

易于验证， 

, Rα β∀ ∈  , ( )( )1 2( ) ( )L D y x y xα β+ ( )( ) ( )( )1 2( ) ( )L D y x L D y xα β= + 。 

(3) 对于 n阶线性微分方程解的存在唯一性定理: 

定理: 设方程 中的系数( ) ( )L D x f t= ( )( 1,2,..., )i t i na = 以及非齐次项 ( )f t 都是区间 I 上

的已知连续函数, 0 It ∈ . 则对于任意一组实数 0 1 1, ,.., ,nξ ξ ξ − 方程满足初值条件: 

 ( 1)
0 0 00 1( ) , ( ) ,..., ( )n

nx x xt t t 1ξ ξ ξ−
−= = =  

的解在区间 I 上存在唯一。 
例 1 判断下列方程中哪些是线性方程,  

(i) ； 2 siny x y y′′ ′+ + = x
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(ii) ； 2 siny x y y′′ ′+ + = y

(iii) 
2 1y x y x′′ ′+ = − y； 

(iv) 
2 1y x y x y′′ ′+ = − 。

)

 

10.1.2 线性方程解的结构 

(1) 函数的线性相关性： 

定义： 在区间 ( 上的 n个函数,a b ( ) , 1, ,ix t i n= L 线性相关，是指存在 n个不全为零的常

数 ，使得 ;否则称, 1, ,ic i n= L ( ) ( )
1

, , 0
n

i i
i

x a b c x t
=

∀ ∈ =∑ ( ) , 1, ,ix t i n= L 为线性无关. 

例如: 设 1 2, ,..., m Rλ λ λ ∈ 互不相等, 则函数 1 2, ,..., mt te e e tλ λ λ 在任意区间 I 上线性无关. 

又如， 函数: 
2sin 2 , cos 2 , sin , cos2x x x x是线性相关的，因为  

2 2cos 2 cos sinx x x= − . 

(2) 线性方程解的结构： 

1) 若 都是方程1 2( ), ( )tx x t ( ) 0L D x = 的解,则对任意常数 ,函数 也

是该方程的解. 

1 2,c c 1 1 2 2( ) ( )t tc x c x+

2) 方程 的所有解构成一个 维线性空间, 其中任意 n 个线性无关的解，( ) 0L D x = n

( ) , 1, ,ix t i n= L , 构成该空间的一组基。 

3) 非齐次方程 之解： ( ) ( )L D x f t=

非齐次方程 任意两个解之差是齐次方程( ) ( )L D x f t= ( ) 0L D x = 的解; 因此，如果已知

方程 有一个特解( ) ( )L D x f t= ( )X t , 那么它的每个解都可以表示为 ( ) ( ) ( )x t X t x t= + ,

其中 ( )x t 是齐次方程 的解.  ( ) 0L D x =

例 2 求方程  
2x x aω′′ + =  之通解。   

解：与之相应的齐次方程为 。 
2 0x xω′′ + =

不难验证,当 0ω ≠ 时，sin ,cost tω ω 是齐次方程的两个线性无关解; 2

a
ω
是非齐次方程

的一个特解。    

因此, 齐次方程的通解是 1 2( ) sin cosx t c t c tω ω= + . 

      非齐次方程的通解为 1 2 2( ) sin cos ay t c t c tω ω
ω

= + + . 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com      - 2 -      清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校     清华东门外创业大厦 1006        清华大学 理科楼 1101   电话：62781785 

当 0ω = 时，1, 是齐次方程的两个线性无关解; t 2

2
a t 是非齐次方程的一个特解.     

因此, 齐次方程的通解是 1 2( )x t c c= + t . 

      非齐次方程的通解为  
2

1 2( )
2
ay t c c t t= + + 。 

(3) 线性方程求解的基本方法：观察待定法。 

   设有二阶齐次方程: ( ) ( ) ( ) 0L D y y p x y q x y′′ ′= + + = ,  

z 若己知二阶齐次方程 ( ) 0L D y = 的一个特解 ( )1y x ，用变动任意

常数法, 设 ( ) ( ) (12
y x c x y x= )，代入方程 可求出另一个无关特

解。 

z 若己知二阶齐次方程 ( ) 0L D y = 的二个无关特解， ( ) ( )1 2,y x y x , 

用变动任意常数法, 设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2Y x c x y x c x y x= + , 代入

方程, 可求出非齐次方程 ( ) ( )L D y f t= 的一个特解。 

例 3 。 0xy xy y′′ ′+ − =

一般解是: ( )2
1 2 2 2 xy c x c x x x e−= + + + 。 

例 4 解方程 ( )21 2 2x y xy y′′ ′− + − = 0  

解：变动任意常数法. 

齐次一般解为：   
2

1 2 (1 )y c x c x= + +

观察侍定法: 有解 ; , 1y x= 2
2 1y x= +

从而齐次一般解为：  。 
2

1 2 (1 )y c x c x= + +

例 5 解方程 ( )2 21 2 2 1x y xy y x′′ ′− + − = − , 

解：变动任意常数法：令 ,  1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )Y y x C x y y x C x= +

⇒ ( ) ( )
2

2 2 1ln 1 1 ln
2 1 2
x x xY x x

x
⎡ ⎤+

= − + + −⎢ ⎥−⎣ ⎦
. 

10.2 高阶线性常系数齐次方程的解 

   考察 阶线性常系数齐次方程 n

        
1

1 11
.... 0

n n

n nn n

x x xd d d xa a ad d dt t t

−

−−
+ + + + =  

其中 为实常数.     或记成 1,..., na a ( ) 0L D x =  
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由上面的讨论知道, 在区间( ) 0L D x = ( , )−∞ +∞ 有 n个线性无关解, 

通解是这些解的线性组合。 

11.2.1 特征方程： 

(1) 微分方程 的特征方程        ( ) 0L D x =

( )L λ = 1
1 ... 0n n

na aλ λ −+ + + =  

特征方程的根称为特征根.  

(2) 特征根与方程 ( ) 0L D x = 解的对应关系. 

微分方程: ( )2 0L D x y ay by′′ ′= + + =  

b特征方程： ( ) 2
2 0L aλ λ λ= + + =  

1) 1 2,λ λ 是特征方程 的不等实根, 则 ( )2 0L λ =

     1 2,te e tλ λ
 是方程 的两个无关解. ( )2 0L D x =

2) 1 2λ λ= 是特征方程 的重根; 则 ( )2 0L λ =

     1 ,te te 1tλ λ
 是方程 的两个无关解. ( )2 0L D x =

3) iλ α β= ± 是特征方程 的一对共轭复根, 则 ( )2 0L λ =

      是方程,t te Cos t e Sin tα α ( )2 0L D x = 的两个无关解. 

其中用到结果：     

z 设  , 定义它的导数为 ( ) ( ) ( )z t u t iv t= +
dz du dvi
dt dt dt

= + . 

 如果复值函数 是齐次方程( ) ( ) ( )z t u t iv t= + ( ) 0L D x = 的解, 则实

部 和虚部 都是 的实解. ( )u t ( )v t ( ) 0L D x =

z 欧拉公式： (cos sin )t t t te eλ α β β= +  

11.2.2 阶方程 特征根与解的对应： n ( ) 0nL D x =

对 阶方程    n ( ) 0nL D x =

1) 设λ是特征方程 的实根, 则( ) 0nL λ = teλ
是 ( ) 0nL D x = 的实解. 

2) 设 iα β± 是特征方程的一对单重复根,  

    则 cos , sint tt te eα αβ β 是方程 ( ) 0nL D x = 的两个无关实解. 
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3) 设λ是特征方程的 重实根, (1 )k k n< ≤

    则 1, ,...,t t ke te t e tλ λ λ− 是方程 ( ) 0nL D x = 的k个无关实解. 

4) 设 iα β±  是特征方程的一对 (1 2 )k k n< ≤  重复根,  

则 

1 1cos , sin , , cos , sint t k t k te t e t t e t t e tα α α αβ β β− −L β  

    是方程 的 2 k个无关实解. ( ) 0nL D x =

   由此可知：对应特征方程 ( ) 0nL λ = 的 个根，包括重根, 均能得到

方程 的 个线性无关解. 

n

( ) 0nL D x = n

 例 6 设µ为实数,求方程 0x xµ′′ + = 的通解. 

 解:  特征方程为 . 
2 0λ µ+ =

   1) . 0µ > ,通解为  1 2 1 2cos sin ( , )t tc c c cµ µ+ ∈R . 

   2). 0µ = ,方程为 1 2( )x t tc c= + . 

   3). 0µ < 时，通解为 ( ) 1 2
t tx t c e c eµ µ− − −= . 

例 7 求方程 (4) 0xx − =  的通解. 

解:  通解为 

1 2 3 4( ) cos sint tx t tc e c e c c−= + + + t

0
t

. 

例 8 求方程 通解. 3 3x x x x′′′ ′′− + − =

解:  通解为 ( ) 2 2
1 2 3 1 2 3( )t t tx t c e c t e c t e c c t c t e= + + = + + . 

例 9 求方程 通解. 
(4) 2 0x x x′′+ + =

解: 通解为  1 3 2 4( ) ( ) cos ( ) sinx t c c t t c c t t= + + + . 
10.3 高阶线性常系数非齐次方程的解 

10.3.1 线性常系数非齐次方程 

1

1 11
.... ( )

n n

n nn n

x x xd d d x f ta a ad d dt t t

−

−−
+ + + =+  

其中 为实常数,1,..., na a ( )f t 是已知连续函数. 

一般解是：  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

n

i i
i

x t x t Y t c x t Y t
=

= + = +∑  
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10.3.2 ( ) ( ) t
nL D x P t eα= 型方程的求解 

二解线性常系数方程 =( )2L D x
2

2
( )x dxd a bx f

d dtt
+ + = t   

假定右端函数具有形式 ( ) ( ) tf t P t eα= , 是 t的一个多项式.假

定方程有一个形如 

( )P t

( ) ( ) tx t Q t eα=  的解, 其中Q t 是 的一个多项式. 

问题是确定 的次数和系数. 根据解的概念 , 将

( ) t

( )Q t ( ) ( ) tx t Q t eα=  

代入方程 ( ) ( )2
tL D x P t eα= ,得 

( ) 2(2 ) ( ) ( ) ( ) ( )Q t a Q t a b Q t P tα α α′′ ′+ + + + + =    (*) 

   下面分三种情形讨论. 

(1) 当α 不是特征根时, 与 次数相同. ( )Q t ( )P t

(2) 当α 是特征根, 但非重根时, ( ) ( )Q t tR t= , ( )R t 是一个次数与

相同的多项式. ( )P t

(3) 当α 是特征重根时, .  
2( ) ( )Q t t R t=

例 10 求方程 的通解. 
22x x t′′ ′+ = +1

解: 找方程形如
2 0 3 2

0 ( ) ( ) tx t t a t bt c e at bt ct= + + = + +

3

 的特解.代

入原方程得到   2 23 (2 6 ) ( 2 ) 2a b a t c bt t+ + + + = −  

3比较系数得到   . 3 2,2 6 0, 2a b a c b= + = + = −

原方程的一个特解    3 2
0

2( ) 2
3

t tx t t= − + . 

所以方程通解为   1 2( ) tx t c c e−= + 3 22 2
3

tt t+ − + . 

例 11 解方程 2 4 tx x x te′′ ′− + = . 

解: 原方程的通解为   1 2( ) ( ) tx t c c t e= + 32
3

tt e+ . 

例 12 解方程 4cosx x t′′ − = . 

解：通解为  1 2
t tx c e c e−= + 2cos t− . 

例 13 求方程  sinx x H tω β′′ + = 的通解其中 , ,H ω β 为常数. 

解: 此方程对应的齐次方程   2 0xx ω+ = 的通解为 
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1 2cos sinx c t c tω ω= + . 

1. 若 β ω≠ ， 1 2 22
( ) cos sin sinHx t t tc c tω ω β

βω
= + +

+
. 

2. 若 β ω= , 则 iβ 是特征根, 并且是单重根,从而方程通解是 

1 2( ) ( ) cos sin
2
Hx t t tc c tω ω
ω

= − + . 

例 14 求方程
2 1 t2x x t te′′ − = + + 的一个特解. 

解: 1 2y y y= + = 2 242 ( )
3 9

tt
t e− − + − . 

10.4 Euler 方程 

形如    
1

1
1 11

... 0
n n

n n
n nn n

d x d x d x xt a t a t ad d dt t t

−
−

−−
+ + + + =

t

   

的方程称为 Euler(欧拉)方程.其中 为常数.对于这种方程,

应当分别考虑 和 的情形. 作代换

1 2, ,..., na a a

0t > 0t < ln | |s = 可以将上述方程

化为未知函数 ( )x x s= 的常系数方程. 

例 15 解方程
2

2
2

2 2x dxd t xt d dtt
0+ + = . 

解: 令 ,原方程即可以将其化为  ln | |s = t
2

2
2 0x dxd x

d dss
+ + = . 

1
2

1 2
7 7( ) ( cos ln | | sin ln | |)

2 2| |x t tc ct= + t . 

例 16 求微分方程
2 24 6 lnx y xy y x′′ ′− + = x的通解。 

解: 原微分方程为二阶欧拉方程，当 时，令0x > tx e= ， 

所以原微分方程化为  
2

2
2 5 6 td y dy y e t

dt dt
− + = ， 

因此非齐次方程的通解为   
2 3

1 2
1 ( 2)
2

t ty C e C e t t e= + − + 2t
， 

最后得到欧拉微分方程的通解为  
2 3 2

1 2
1 (ln 2) ln
2

y C x C x x x x= + − + 。 

10.5 差分方程介绍 

(一) 线性常系数差分方程   

设未知数列 ,则 , 0.1, 2,ny n = L
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(1) ,若 ,称为一阶线性非齐次差分方程;  1n n n n na y b y f+ + = 0nf ≠

1 0n n n na y b y+ + = , 称为一阶线性齐次差分方程, 

若 为常数，则称为一阶常系数线性齐次差分方程. ,n na a b= = b

(2) , 若2 1n n n n n na y b y c f+ ++ + = 0nf ≠ ,  

称为二阶线性非齐次差分方程;  

2 1 0n n n n na y b y c+ ++ + = , 称为二阶线性齐次差分方程, 

若 为常数，则称为二阶常系数线性齐次差分方程. , ,n n na a b b c c= = =

差分方程初始值问题： ,1

0

n n n n na y b y f
y α

+ + =⎧
⎨ =⎩

2 1

0 1,
n n n n n na y b y c f

y yα β
+ ++ + =⎧

⎨ = =⎩
. 

(3) 差分方程的解: 使差分方程成为关于 的恒等式的数列

称为相应差分方程之解。与微分方程类似，也有通解

特解之说。 

n

, 0.1, 2,ny n = L

 特别是对线性差分方程，有完全类似于线性微分方程解的结构理论。 
(二) 一、二阶线性常系数齐次差分方程的解法  

(1) 一阶方程： . 
1

0 0

0n ny py
y y

+ − =⎧
⎨ =⎩

1
0

0 0

n n n
n

y py
y p y

y y
+ =⎧

⇒ ⇒ =⎨ =⎩

(2) 二阶方程： .令
2 1

0 0 1 1

0
,

n ny py q
y y y y

+ ++ + =⎧
⎨ = =⎩

k
ky λ= , 代入方程，得特征

方程: , 设有二根
2 0p qλ λ+ + = 1, 2λ λ , 则一般解： 

1 1 2 2
n n

ny c cλ λ= + . 

例 17 解差分方程
2 1

0 1

2 3
1 2 , 13 20

n n nx x x
x x

+ +− + =⎧
⎨ = =⎩

0. 

解：特征方程，
2

1 22 3 1 0 1 2 ,λ λ λ λ− + = ⇒ = =1 ,则一般解： 1 2
1
2

n

ny c c⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 由

初始条件确定常数，得特解：  
4 3 1
5 10 2

n

ny ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

10.6 综合例题 

例 18 设 是二阶线性齐次微分方程 1 2( ) , ( )y x y x ( ) ( ) 0y p x y q x y′′ ′+ + = 的两个特解.问

能够由 的线性组合构成该方程的解的充分必要条件为  ( 1 2( ) , ( )y x y x B  ) 
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1 2 2 1. ( ) ( ) ( ) ( ) 0A y x y x y x y x′ ′⋅ − ⋅ =     1 2 2 1. ( ) ( ) ( ) ( ) 0B y x y x y x y x′ ′⋅ − ⋅ ≠  

01 2 2 1. ( ) ( ) ( ) ( ) 0C y x y x y x y x′ ′⋅ + ⋅ =     1 2 2 1. ( ) ( ) ( ) ( )D y x y x y x y x′ ′⋅ + ⋅ ≠  

例 19 设函数 是二阶线性微分方程( ) ( ) ( )1 2 3, ,y x y x y x ( ) ( ) (xfyxbyxay = )+′+′′ 的三个

不同特解，且
( ) ( )
( ) ( )

2 1

3 4

y x y x
C

y x y x
−

≠
−

，则该微分方程的通解为________。 

解：通解为  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 3 1y y x C y x y x C y x y x= + − + −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦ . 

例 20 已知函数
2

1
x xy xe e= + ， 2

x xy xe e−= + ，
2

3
x xy xe e e x−= + − 是某二阶线性常系数

非齐次微分方程的三个解，则此微分方程为  。 ____

（    ）。 ( )2 1 2 xy y y x e′′ ′− − = −

例 21 求定解问题   的解。 4 4 cos 2
(0) (0) 0

y y y
y y
′′ ′+ + =⎧

⎨ ′= =⎩

x

解：非齐次方程的通解  Y y y∗= + 2
1 2( ) xC C x e−= + +

1 sin 2
8

x  

2 1 sin 2
4 8

xxY e−= − + x。 
例 22 振荡问题讨论, 质量为 的质点挂在在弹簧上，弹性力与位移成

正比，比例系数为 ; 力阻力与速度成正比, 比例系数为

m

0k > 0µ ≥ ;所

受外力为 ( )f t , 则运动满足微分方程及条件， 

( )
( ) ( )00 , 0

mx cx kx f t

x x x v

′′ ′= − − +⎧⎪
⎨

′= =⎪⎩
 

( )

( ) ( )0

1

0 , 0

c kx x x f
m m m

x x x v

⎧ ′′ ′+ + =⎪⇒⎨
⎪ ′= =⎩

t
. 

研究运动规律。 

解：为方便计，设
2
c
m

µ = ,
2 k

m
ω = , ( ) ( )1F t f t

m
= , 则有 

     原方程 
( )

( ) ( )

2

0

2

0 , 0

x x x F t

x x x v

µ ω′′ ′⎧ + + =⎪⇒ ⎨
′= =⎪⎩

 (*) 

   特征方程：
2 2 2

1,22 0 2λ µ λ ω λ µ µ ω+ + = ⇒ = − ± − . 

2 2 qµ ω− =  

  (1) µ ω≥ , 1 20, 0q qλ µ λ µ= − + ≤ = − − <  

  (2) µ ω< , 1 0q iλ µ= − ± ≤ . 
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例 23 设
2 2

1 23 , 3 xy x y x e−= + = + + 是某二阶线性非齐次微分方程的

两个特解，且相应齐次方程的一个解为 3y x= ，则该微分方程的通解为

2
1 23 xy x C x C e−= + + + 。 

例 24 具有特解 的三阶常系数线性齐

次方程是(    ) 

1 2 3, 2 , 3x xy e y xe y e− −= = = x

. 0A y y y y′′′ ′′ ′− − + =            . 0B y y y y′′′ ′′ ′+ − − =  

0 0. 6 11 6C y y y y′′′ ′′ ′− + − =        . 2 2D y y y y′′′ ′′ ′− − + =  

例 25 若某二阶线性非齐次微分方程的两个解为
23 x+ ，

23xe x− + + ，

且相应齐次方程的一个解为 x ，则该非齐次方程的通解为
2

1 23 xx C x C e−+ + + . 

例 26 设有二阶线性常系数齐次微分方程 0y ay y′′ ′+ + = ，其中 ，则此方程的解  

(    A    )。 

0a ≥

（A）在 上都有界。         (0, )+∞

（B）在 上既有有界，也有无界。 (0, )+∞

（C）当 时在上都有界，当 时在0 a≤ ≤ 2 2a > (0, )+∞ 上存在无界的。 

(D) 当 时在 上存在无界的，当 时在0 2a≤ < (0, )+∞ 2a ≥ (0, )+∞ 上都有界。 

例 27 微分方程 的一个特解形式为 。   
32 3 sinx xy y y x xe e−′′ ′− − = + + x

y y y= + + )

________

解: 。 
*

1 2 3y 3( ) ( sin cosx xAx b x Cx D e xe E x F x−= + + + + +

例 28 设 是三阶线性齐次常系数微分方程

的两个解.则 的值分别为(   

1 2, 2xy e y x−= =

0y ay by cy′′′ ′′ ′+ + + = , ,a b c B    ) 

              . 2 , 1 ,A a b c= = = 0 0. 1 , 0 ,B a b c= = =  

              . 1 , 0 ,C a b c= = =1 0. 1 , 0 ,D a b c= − = =  

例 29 设 参 数 Rδ ∈ , 为 次 实 系 数 多 项 式 。 函 数( )mP t m

( ) ( ),x x t y y t= =  分别满足如下微分方程 

(A) ( )
2

2 3 2 sint
m

d x dx x P t e t
dt dt

δ−+ + = ;   (B) ( )2dy y x t
dt

+ =  
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(1) 问当δ 满足什么条件时，对方程(A)的任意解 ( )x t 有 ( )lim 0
t

x t
→+∞

=  

(2） 问当δ 满足什么条件时，对方程(B)的任意解 ( )y t 有 ( )lim 0
t

y t
→+∞

=  

例 30 设
0

( ) sin ( ) ( )
x

f x x x x t f t d= − −∫ t，其中 ( )f x 连续，求 ( )f x  

( 
21 3( ) cos sin

4 4
f x x x x= + x .) 

例 31 设 是二阶线性常系数非齐次微分方程  满足条件

的解，则极限

( )y y x= 32 xy y y e′′ ′+ + =

(0) (0) 0y y′ = =
2

0

ln(1 )lim
( )x

x
y x→

+
  (         )。     答案（C）。 

(A)不存在 ，(B)等于 1，(C)等于 2，(D)等于 3. 

例 32 设函数 在 内具有二阶导数，且( )y y x= ( , )−∞ +∞ 0y′ ≠ ， ( )x x y= 是 的反

函数。 

( )y y x=

（1） 试将 ( )x x y= 所满足的微分方程 

32

2 ( sin )d x dxy x
dy dy

⎛ ⎞ 0+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

变换为 满足的微分方程； ( )y y x=

（2） 求变换后的微分方程满足初始条件 (0) 0y = ，
3(0)
2

y′ = 的解。 

( 所求初值问题的解为 
1 sin
2

x xy e e x−= − − 。) 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com      - 11 -      清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 


